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4 !♦ Обаор основииж понятий теория 

адрори^в 


1« П р о с т ра нсФва коистр|Етжв» 


выв 


о б 


к т о в. 


в посдедвоо врѳіід, в свявв с равввтввм творві адго» 
ржтыоа в опдраЕщвгося иа теоршв сов^рііріівого ковсф-*» 
р^^ктквворо вешр&вдвввя в катеііатшсаѴ о особо! отчетливо» 
стьш встоот іюобходаііоогь роздичѳвяя шлжду ироввводвяіі- 
МВ, вообще говоря, "иоковструістивішші* об’октаив натоив* 
тичѳсквх рассмотровж! в об'актамв *іюііструхтввіііші*, во* 
ость, гр^бо говоря, такимв об’ектамв, каждых ив которых 
пожат быть построая а воначвоа чвсао шагов» Ковотрухтвв* 
ныв об*акты (подробваа о них сы. у Н.А.Шавява [9] ) об^» 

во рассматривают во яаодмроваиво, а как эдѳыавты тов вжв 
ЯВОЙ систаіш ковструктвавнх об'актов. Мокш> аряяас^в ояв» 
д^оцва привары систан, иди; как ыы б^^дѳм говорить, про» 
странств КОНСТРУКТИВНЫХ об'актов; 

. А/ ХХ^ 

1} Множество /ѵ всах цаякх ваотрицатадьных чвсая • 
2} Яиожаство А/^ всах пар чясад. 

3} Множество всах конечных уворядочаявых строчек 
чисел ддявы /г 




хх/ 


Оставляя тѳрііин "сястама* для обозначавия систаы 
нножаств. 


Оденовты 


Л/ 


в дальне Вшам нааыватьоя про» 

сто числшві^* само вножаство Л/ в тао|вів адгорит. 
нов называют обычно *иатуітвьвші рядом*'• 










4) іСаожвстю Д/ всах конечных ^порядочевянх 
строчек чисел вроиеводьвоВ ддввы (включая строчку ддяюі О 
- йустув строчку)* 

5) Множество ^ всех слов в оі^вввве 1 (ор^ІѵА* 
Маркову ) 

6) Мвохество всех "комбиваціВ* сгнвола | о саням 
собоб* введенное Гильбертом С 2І ; это множество мы будеаі 
обозначатъ буквоі ^ ( см* ниже Главу 1* і 1}* 

7} Множество всех юнечных линебных топодоггчеоквх 
конплексов* 

Мы вѳ будем пытаться дать определевне повятв» *дрост« 
ранет во ковструктнвіімх объектов** а сформулируем некото¬ 
рые ѳстественше свобства этого понятия* на которце бу¬ 
дем опираться в дальнейшем. 

а) Д;/ ^ (для любого алфавита А)» ^ суть про¬ 
странства ковструктяввых об’ектов; 

б) еелк 2^^ 7/С^ оутъ прост^вства конструк- 

тиивых об’ектов* то прямое произаедевяе * 

есте дростравство консѵруктнвнмх объектов; 

в) еслв ѴХ, ость пространство хонструктвввмх об*ек- 

п уУ 

тов* то множество иС всех конечных упорядоченных отро* 
чек (включая пустую строчку) элеыентов на ?/С есть про- 




Напомним* что пряным прояаведеввем множеств 
называется множество , состояівве не 

всех строчек где 
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еврейство МОВОТруКТЖВШЕХ об’ектож* 

в джссвртаціі мы огржвжчжжаеііоя тамж вросѵравотвамж, 
моторва колучаемл, отправдлюв А/, о поио« 

обр&вовавжя пряішя проязвадввжВ я перехода оа 2^ к 

З.Адгоржт-мн; вычжояимна 
ф у в к ц ж ж. 

* 

"Адгорятм* адгорже^, • ааякая система выаяодевжВ, 
выполвявыых 00 строго оврадеденвмн прааидам» которая оос» 
де какого*джбо чисда шагов заведомо приводят к раменям до- 
ставлеввоД задача* (Д.В«Кодмогороа С^І )• математжка 
оравято ооняматъ под "адгоряфмом* вмчисдитедъвні вроцесс, 
сэвершамші согдасно точвом^г предвясаввм ж ведущвв от мо¬ 
гущая варъяроватъ жсходввя давшія к яскоиому раэудетату 
(А Л .Марков }• 

Эта ооредедевяя на являются формодвнымя матѳматвча- 
екянв ооредадавяянж; такое ооредалевиѳ вряд ди момат быть 
подучево» так как само понятие алгоритма вѳ аотъ чисто ма- 
тѳматяческое понятие. За дадьнаАажии подробностжкж мм от¬ 
сылаем чататедя к тодъко что вроцвтировавным статьям 
А«Н.Колмогорова ж А.А.Маркова. 2деов мы сделаем только сде- 
дувзэе доподвевяѳ: для каждого алгоритма мы считаем задав» 
вымя накотороѳ простравство ко ветру ктиввыя об'актов 1/С • 
могувція фягурвровать в качества ясяодныя даввая этого алго- 
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ритма и накоторов пространство новструктиаимх об^актов 
'Л/) } могущих фіг^^рвроват*^ в качества рѳв^^лътатов ал* 
горвтма. '^свхиВ такой алгоритм вааовам алгоритмом типа 

?7/)1 • алгоритм при оримевавиж к дав- 

ном^ объекту 4Ф даат вокоторнй результат п/) • то 

говорит, что алгоритм вримонвм к ^ и порарабатыті* 
от его в пги) • На врадподагаатсв, что алгоритм типа 
ЛУі 7)/)3 ПР'*^®**** к® ВСЯКОМУ эламавту йбЖ . 

Каждый алгоритм типа СѴС ^^3 аадаат функцт 
, опрадалеввую для всякого , к ко* 

торому применим алгоритм, ш о’глвящуш этому ^ в соот- 
вѳтствво тот эдамѳвт 6 ЛУ) • * котормй алгорвтм 
аарарабатываот ^ • Эту фушщю ^ мм будем навивать 

вычислимой ({увхциоі типа [_Уі, • опрададваыой рас* 

снатряааашм алгоритмом* 

^умхцш, опрадоданнув на каком*дибо подмножества Е 
мыожаства X , будем называть функцией, оирададвнвш>Й 
в множества X • Отображавва какого*дибо водмвѳ* 
жества Е множества Л а множество У будем на* 
аывать частвчвнм отобрамавием множества X в мвожаот* 
во У • Используя эту тармивологв», можно сказать, что 
всякая вычислимая функція типа есть функ* 

ция, опредаденвая в ^ со звачаниями ив , илі 

что ова осузмствляет частичное отображвввв І/С я • 

Для отдельных простравста коветруктввшнх об *ектоя 
существуют формадьвна математические опредадевжв, уточвв* 
юдйѳ повятия вычислимой функции типа ~^7Ѵ)3 * 

1/і~ /Ѵ/^ ту?' А/ такое уточневве производится с помо* 
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точно' оярѳдодввііо го ПОВНТНЯ ЧаСТНЧЕО^РвКѴ РСИВЯОІ 
Фѵыкіім . врннодлоиацэго Кднвн [ 1Э] « Иновво» совокуп¬ 
ность всох міЧйсддідіх <!?ѵншші твва СЫ * совав- 

1<ь нррумонтоя (это утварждовво вввоство под ввв- 
ваввон товвса Чірче}» опра до денные в /1/^ и 

орвнвмаюцве вначевив кв Д/^ навываются арвфметвчвскв- 
ыв ( М - вестныив) ^фвкцвяіів. Тѳввс Чбрче. такав обра- 
вов, вожво офорвударовать я так: совокупность всех вычво- 
дивых ерафветичесшіх фумкшій совдадвет 5_содоііУДносуьа 

а<ш^■зас1Iч.йа-р§■&у^9иа^м Шт^Ѣ. 

Далее» прв • подобное уточвѳнѵе 

ос^рдествдяется с повощьв точно определяевого понятна вор- 
вадьного едгоря<! 1 ш вал ажгаавитов: А . права ддекащѳго і.і «Юр¬ 
кову С ^7 • СОВОКУПНОСТЬ всех віт иеди^ фу«»Ч»й 

тнва ІП ^А1 сствахает с оевекѵяность» всех та- 

К 1 Ж ыяіааітііх ДяішчшЯ тжм_ С/а 1 . «отоим о«- 

хяяѣяяюіся іГцп[^^тіци|и Ш Д (*то 

]гтавркдевяѳ аэвество под нввванаев правцава нориалавацвн 
адгорвтвов; его вожыо наввать также тѳвисои Ма|всовв}. 

Равувеется» оба подчеркнутые утверклѳная не есть ва- 
теватаческае теорѳвн» Овв» эта утверкденая, могут быть вос- 
пранятн дабо как встественво-иаучыне факты (рхпотевв)» яя- 
бо - в равках традацаонвой ватеватяческой строгостх - как 
опредедевяя соотвѳтствушцвх тапов аычисдиішх функцві» Как 
бы то на было, эта утверкденяя дают вав право употреблять 
терван *вычасламая фуикцая(тайв для ** 
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вкладывая в наго точвыі снысд. Для других типов вычислв* 
ішх ф)гшсця1 подобвоа ^точвшівв будет ороиазадаво якяа* 


З.Дорождаюцва дроцѳоон; па- 
рѳчясявиыа ыпожвства. 

Пусть ОЬ • в, остраиство моыструктввішх об’актоя я 
Р - какое-либо алгормтя типа [^І\/ 0Ь\ • пряілян- 

инй ко всем элементам /V • Расскотрвіі инокоство ^ 
воавикаищЕХ пря этом рѳаультатоі* Зычислимая функция ^ • 

определяемая адгорвтіюм Г » осуществляет отоб^^ежеяяе 
натурального ряда N шй 01 » поэтому мвояѳотао л 
естествевво нванвать вычислимо-счетным. Ѳычисявмо счетные 
мноевсгва нааывеют также перечислимыми, поскольку задав 
эффѳктвввмі метод перечяслеяш его эдемѳвтов: 

ГСІ), Г(2), ... 

Пустое множество также считают перечисдиммм. Непу¬ 
стое перечислимое множество определяется, таким образом, 
как множество аначеняЗ определенмоЯ не натуредьиом ряду 
вычислимой фувкджв* Мвожаство звочевиЗ асющ опредеяев- 
ноі одноместное частично-рекурсивной функція (а также пу¬ 
стое миожвстяо) нааывамт рекурои вво-перечислинші; соглао- 
но тезису Чврча каждое перечислимое подмножеотео натураль¬ 
ного ряда является рекуреявво-перечислямым и обратво. 
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Ддя ш^дого пврдчисдкного мнОЕѳстаа можно задать аф^з 
фак^яшЯ ароцоос, поровдавщкК эдѳианты этого шожѳотаа. Іо* 
да ^ - множѳстао, построанноа выше, то процесс аодаѳтса 
так: строятся посла довата дыю чвсяа а к какдгау 

аз них праменяется адгоратн Г • Опксавмкб процесс порож* 
девая эдеііантов ^ отличается так, что эдѳ менты ІЯ порох* 
даются в одредѳлвнвом порядка. Похно рассматривать а Оолаа 
оОіцаа порождающие прэнѳссы, ддя которых не требуется «чтобы 
порождаемые этим процвооош эдемѳнты отроилась в оврадедан* 
вон порядка. Таков, напранер. процесс обравоваяая варвых 
равенств 

х=х 

в группа с юнечным числом обравующах и конѳчшм чисдоы 
определяющих соотношевиД; это есть процесс вывода по од* 
раделенным правилам следствиД ив конечного числа опрадаля* 
юдвх равенств вида 

А; - Ь, 

Всякий, юобаіа» порокдающяй процесс может мыслиться как 
процесс вывода сладстаай ив данных посылок. Одно вв воаыож* 
вых уточнений такого пониііавая авложаво в книге В.А.Шани* 
на ^9^ • 

Подобно тону.как каждый адгориты опрададяат некоторую вы* 
числимую (функцию.так каждый порождающий процесс определяет 
некоторое порождаемое ыножество * множество образующихоя а 
результате этого процесса конструктивных об’іктов.Так же как я 







/ 3 - 


^788 вычяслімоВ функцяя» ПОНЯТ Я8 іюрождаоморо множества» 
не является ф>рііалышн матеиатвчесіслм повятвеи» Посту ["іВ] 
привад дехят следующий тезис: совокупность порождаеша дож» 
множеств иатѵрадт>ного ряда совпадает с совокупность» ева 

рекѵрсивно-иврвчисдимнх подмножеств » Подобно тезисам ^р-> 
на и Юркова, тезис Поста можно воспривислать либо как 
естественно-научный факт (гипотезу)» либо как определе¬ 
ние понятия порождаемого множества натуральных чисел» Іс- 
тественным обобщением тезиса Поста является схѳдуюаіѳе ут¬ 
верждение: СОВОКУПНОСТЬ порождаемых подмножеств данного 
двострметю коис?игіяі»ііік ей'в юо» (Л с оаимач о 
СОВОКУПНОСТЬ» перечислимых подмножеств Оі « Это утверж¬ 
дение» очевидно, может рассматриваться как уточнение по¬ 
нятия порождаемого множестве» лишь после того, как будет 
уточнено понятие вычислимой функции типа |^Д/-^ 

Тезисы Чйрча и Поста(без труде проверявные в каждом 
конкретном случае) широко используіѵтся в классических со¬ 
чинениях по теории алгоритмов» Мм также, в целях вагяяд- 
ностя и соіфащення изложения, будем использовать эти та- 

«ЮР 

зисы, имел в виду, что в каждом из встречающихся в даль¬ 
не йоіем случаев применение указаннмх тезисов может быть 
аамѳнево фактическим проведением соответствующего докаве* 
тедьства» 


4» Вычислимые функции как 
функции с перечисдиыыми 
графикам ж» 

Пусть ^ - фумкция» определенная а простревстве 
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юнстр^ктхвішх объектов 2/1^ 8 арявиишваіаж авачавМ \М> 

аростраиства ко ветру ктіввнх объектов 1Ш) • Графиком у’ 
нааываатся подивокѳство прямого яроив вед оная Т/і X • 
состояцаа кв веек такая пар (і4<, , для кэторох 

ір (^) - Уір . Прямое вроиавадавяа ^ х КУ^ является 
вростравствош ковстр|ктяввмх об'аіітов; согласво предщ^* 
тшу некэ торна его водмволества внделяются как дѳречкс* 

МЛШ9. Фуцщт 'і _труда щ уогді теш.«уй*..ШУ:: 


Дй.АІ,ШФі1 вот йаIгпя^ 4 й^І^,І-М»ор»рт| 0 , это утверкдемве 
пряобретает точвнВ емнел я шаат быть докававо вр^ лмбом 
иа правятнк уточвввяа повитая анчислямов фувкцвв * 


*/ 


3 качестве такого доказательства мокет быть ввята фор- 
иалввацая (в тернявал выбравяого уточневая понятая вы- 
ЧИСЛЯВОІ фувкцвв) следующего рассуядеввя* Кеда график 
фувкцвв ^ перечисдви. то он совпадает с мвожеством 
значеввД иекотореі внчясломов фуніщвв С// тя&а 
Е/Ѵ-:» 1Л X 7Ѵ)1^ оиредвлвввоі ва всем • ілгорвтм 
вычислеввя звачеввя у ('Рі^) задается так: обра¬ 
зуем элемевтн ....пока 

иѳ получлм цу(п.)~ '^) ;• тогда в качества 

( іі') берём • Поэтому ^ вычяслвма. 06- 
ратво, еслв фувкдвл у вычледлма, то нокио ведать 
сдедующві вроцесс пормдения ев графика: примевлеи ал- 
горвтк, оораделяшщва у » по всякому эдемевту 
4р ^ • а как только подучак результат Щ , 

счятаак построаввоі пару • 3 сяду обобщвв- 

вого тезиса Поста графах у пѳречисдвн. 








3 8^ акта мы дадя опрвдадовм вврачясдв* 

МО го мьоквства чараа ятеасдяіша функція» Топоръ нн комом 
рассматривать сформудароваввоа выше утдормдошіо как оора* 
додовда поиятдд -иа^ вмаисдимой фувкдян с помоіівв понятяд 
парашісджмого» ддд (я саду обобааяожотоаяса Поста) вором» 
яоаііого мвоваства^ Выбор повятвд 1 Юрачисднмого мвожвстяа 
а качает во оарвовачадъного врадставл^егся нам бодаа удоб¬ 
ным с точкя араввд стройвоств воавикамвівВ п|Ві этом тоо- 
рам* 


Ьщ Равраввнна в мараарамямма 
нвомаства; отдаддмоотв я 
ваотдадямост. в. 

Срадв водмьояэств дамвого вроотрамотва кояструктвв- 
ныд об'актов (Те выдадявтся а^Фоктввво-аадавааина» адя 
раарааямыа множества* Полмвомаство Е - 0^ навываатсд 
разрашднші, асдв судастяуат адгордтм» воаводвоцві ддд да» 
бого эд^мавта е Оі. расвоававатъ, врйваддамвт 
мш т Е ядя ват (то ОСТЪ оарарабатываакяВ» ска- 

мам* в 1 всяквй эдамѳнт » ярявадламацяі Е , 

ш ш О ведкві эдамавт » ив права ддамаквД Е }• 

Харокторвствчаскоі фумкцваі множества Е (от%ся- 
тадъмо (Уі } вааыюатсд фушедві^ опраладѳввад ва (7^ 
в прввгмающвд вначавяа 1 ддд всад эламантов Е , о 
АЖ» во«х эмімвтов Оі''Е . Очвавднв, оврвдамвм роа- 





решаю го ішокоствш можво сформ^даровать в так: подішока- 
стао (Ті вааываатся раврешяшш ъ (Уі , асвж 

■шт 

ого характарвставоская {относатодьво Оі } ф^нкцвя ость 
ати единая фувкцяя твва [(Х-^ IV] . 

ІІодішожастао ^ ^ /\/^ вавнваотся рѳкуроившві, 
ведя аго хароктарастачоская (отьоситадьно А/^ } фувкцня 
частвчю-рѳі^рсввва» Ив тааиса ЧІр^ внтѳкаат» что х^аара- 
оашіа подниожаства Д/^ соаііадвют о рак^рсивішіш» 

Миавестю Е^(Л тогда и толмю тогда п««г«ммв- 
коги іюочст»» Е ■ «ро додовммм . (Л •- к об» яшжя- 

тот ворачвсдямнки миояастваав . 

Пря уточнаняи повятяя вычасднмоі функция это утаврвдо^ 
яяа^ряобх>етаат точвиЗ сныед я покат быть строго докааа- 
во • 


« «■■'Я 

*/ 


ІТдая докааа та листва такова. Зсдн Е ]:>аара&іяиа я 
аго характарнстичаская функцвд X вычиедяма» то 
порокдаюояіі вроцасо для ныокаства Е аадаатся 
сладу паян образом: оримдняам X эдемам- 

там У)е (К в аедя в равультата подучвм ^ * то 

отвосям к Е .Аяадогячяа отроятся ворокда»- 

цяЗ яроцасс для (XI • Поэтому» я сяду обоб^в- 

вого теавса Поста» Е ш (Х'^Е парачвединв* Пусть та¬ 
перъ • обратно Е ж СХ^Е. варачясдяміі. Тогда овя суть 
мвокества эвачаяяб накотормх аычясдиммх фушщяі 
я • опрададавввх ва ыатурадьвом ряду* Адго- 

рвтм ^ррівсдавяя характарястячѳокоб функция % мво- 
яаства Е ведается так: чтобм вычислять /6^) «вадо 
строить авачеввя 

__ (ярододж.еиоскя ва ед.стр.) 









Пост (7 16^ вострояд арямр порочисжнаіою мнояоот- 
ва вет^ад^внж чисад» доводвенла к которому ва является 
варачясдиішм; ато ішожастао, таким обрааом» варачясдівмо» 


но на равраи.дио« 

Говорят • что вара ынояаств И Ні отдаляет ва* 

РУ МгіОЯѲСТа Е-і у Еі • осдк Еі ^ /-4 я 

ЕІх П Иі' Л ^ Зара подмвожаота ароотравстаа кояструк- 
таввнх об'актов (УС ^ вл отделимая викакоб ааров равра* 
>і;имых мнохеста» назкваатоя для краткостж ароото ваотда* 
лииоВ.!І*С •Новиков язарвма аоотроид ариімр не^тдалимоВ 
норм вавѳрасаквющвхся парачисяиммд миохеств * (пример 
Я.С.Новикова строится аввяэгнчво ариваддакаиіену ему ка 
привару В* ваотдѳлямоВ пары вавврасаквкаияся (Г/)* 
вножеств)• 

Ухававвыа рааулътатм В^Ооста ж П.С.Новяхова могут 
быть аоложамн в основу многид (аочтв асах иаваствмх) та* 
орем о нѳвозмохноств тех илв анмх ковкретвмх алгорятмѳв* 


х/ 

Первая публЕкацжя подобного привара привадлахят 
Ндивя ^ 12 7 • 

продояа. смодкк сгр. 

Н'і(о)у Ѵ4^2;,. .• 

Ч'іСО), ■■ 

ДО тех пор, пока ва будет ала (,у^)=>0- 

Водя ивеат место первое яа этях рааавств, то Хію)~^і 
асля второе, то Х(^)~0 
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6. Програкши вычясдвмііх фуяк« 
ця8 в парѳчвсввмых нноха- 
с т в • 

Каждые адгорвтн аадаетсв ьвкотороВ савтеіюй сражяд. 

Эту С/^аыу оравяд ыожно аадисатъ, вдв аакодяровать в ов» 
рвдадвввои коде в ввдо дрограиыц адгоратиа. Программ ад* 
горитиа считается таміе программой той мчясдимов ^вк* 
цив, которая опредедяѳтся ^ссыатрвааѳнші адгорвтмоѵ. 

Программа вычисдямоД фувкцвв является монструктвв* 
ным объектом* Бсдв ограввчвтѣся вычисдимымя фувкцвямв ка* 
кого-дябо фвмсвровавного типа 

можно датъ точ»>в стродедомве врограмнм вкчисдаиоі ^вк* 
ЦВМ как юнструктяввого объекта специалевого вида» прв- 
наддежаоівго простравству конструктивных объектов • 
где строится по 2/1 в Ті/^ , Заметам» что по¬ 

добное уточнение понятвя врограммы может был» осущеотвде- 
во раадвчшкмя сі особами (в вря этом воанякают раадичвыо 
пространства ^ ) ; это соотватствуат тому, что сущест- 
ауют рваддчнма свособм модированвя системы правид, вада- 
іО{і;ях адгорвты, вдв, как іш окажем, раадячвые одособы прог¬ 
раммирования . Вадрямер, если ограничиться арвфмтвческа* 
МВ функциями, то программой вычислимой Функція [р мож¬ 
но считать всяху» систему ревѳнста, рекурсивно опрѳдедям- 
щуѵ ^ [іЗ] ; это - один способ орограммнровавнн. Другой 
способ состоят в том, что мы считеен врограшюй функцвн 
У асякув строчку, состояцум яв ааписанных в овреде* 
денвой синводвке операторов подстановка, операторов вржмі- 
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твввоя рекурсія к операторов « вторадвж которкв «отъ 
тютва^*рахурсившіі оператор* даащіій фувіщюі у’ , отпраі 
дяясь от функцій Ош Хі-і • %омя отраввчятьвв виаао** 
декыш функцдямв типа ~^/а ] » ^ ^йвв свовой прор* 
рашівроваавя состоит в том* что проррашюй шчисдиіюі фуяв< 
цив счгтаатсв ваобрааввво [$] асякохч» ворітхавого 

адгорнфю 1 адфавитѳ ^ гдо А ^А) * овро» 

дадя»іоахн> фушщав у ; другой способ програмвароваввв 
состоит а том* что проі^ммой вичисдямой вѵі* 

таатся ааписа [$'] • всякого ворюльвого ажгоряфма в ав<» 
фавита А ^ -{ /\ !/ * опрадаляюацро фушщш • Очо* 

видно* орв всяком способа врограммяро ^аввя каждая внчио» 
явная функция у имаат басчисяавноа множество программ* 
Точно так же каждвй порождаоіввй процесс задается ов«^ 
схемой яравия* которая кодяруатов в вида программа пре» 
цасса; эта программа считается такка программой того по» 
рождаемого (идя* в сижу тезвса Ш>ога^ варочдсяямого) мно» 
жества* которое опрадаяяетоя этим процессом. Іояя фякоп» 
роаоть пространство конструктивимя об'актов (7^ * то 
иохво дота опрадаяоаво того вяя иного способе програмав» 
ровааяя парачисяиішж подмнсваотв (X кажіП>м оврада» 
даввом способа проі^міаровамяв програмян яшшвтоя ковот» 
руктвввивв об'актаня яа некоторого проотроветаа хоястріа» 
тивнмх об'октоя ^ * котор^ отроится в зовисимоств от 

Ох. в аибравного способа врогромшіроваяяя. Нащжиар* ва< 
рачисдиіше подмножества можно врограммвровата с во» 

МОЩЬ!» вндуктаввня порождомгдвя правая по В.І.Шанвяу., (^93« 
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Заімтші» что какдаВ способ програшівровашія аорочя- 
сдашх пэдішоявств X даот оорадвдаваіВ спосгоб 

арограмакроіавая шчисдямнх ^^нкцяі тмаа [2/^ • 

про граммов внчисдямоВ фуикцяя кр считаатвя всякая арог«» 
раииа аа гра^^яка. Точно так яа всякиВ способ программя» 
ровавяя вмчясдаіаія фушо^вВ типа Оі], Ават олра* 

дадамішВ способ програшнроваввя парачисдиішх поднаожаста 
02 : врограшіоі парачксдимого ішокаства счята* 

атся всякая программа всякоВ ввч/>сд 2 М 0 В Фзгніщвв типа 
]ГА/^^І • множество ввачааяВ котороВ аотв • 


7. Эффактнаваа вапарачясяв- 
моста я эф|актвввав ва - 
отдадвмоста. 

Ісподча|я повятяа арограмам парачясдвмого мвоааства, 
можно прядать поаятяввмВ харокт^ накоторіш яв встратяя- 
ашхся ранаа "яагатяшмв** повятяВ • мм ямаом в вяд^ повя* 
тяя ыапарачясдлморо мьокаства в ваотдадвноВ пари мвокаотв* 
Прв этом им фяксяр^ам сястаіцг 02 ковструктввнмх об’ак* 
тов я опрадаяашшВ способ програншгровавяя, так что вса 
програмш парачйсдяішх поднноіюств (22 оу9% эламавш 
накоторого простравстаа конструктвяшія объектов ^ • 
Шіожаотао М ^ Оі вапарачясдяію тогда в тодвво 
тогда» когда ово оглячао от всякого своаго варачисдямого 
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оодішожвстіа» т.е* вояж для всякого пѳрочвсдвіюго ішо* 
жѳства Ос с^вюствуот эдѳііовѵ Юг 6- 
Нововои инэжоство вфф^ктявио шпврочислишш, осях оуцоот* 
вуот алгорятм типа ^2 • прямввиіюі ко всяко¬ 

му элаиовфу е • явдяішцвиуся програшюК какоіі^дя- 
бо перочлслимого міюмства К -/Ч «я шірорабатнвав* 
щвй этот эдоневт ш эдѳмѳвт юп е • Посо 

построяя аерочясдимоо кноявсФво натуралъввх чшсшш, до* 
подЕѲнвв к которому эффоктввво водорочмсдиію (такіа па* 
рачасланма множества ов вазвая *хроатвавммв*)« В тоі жа 
работа Пост пострсвія пряморв оарачислашія нножаста» доооя- 
нѳвхя к воторіш ыапарачясяяиіі» во ве являются эффактвяво 
надарачасдимммв» 

Пара множостя Е ^ ^ Оі • &аі в том 
а только в том случае ваотдѳляма» асля для дюбоВ отдала* 
юідай аа пари парачяслвнмх мвожаотя^ШІдатся эламавт 

гг е Ох, Навовам вару множеств эффюстяв* 

но вѳотдаяямой» ведя суаіаствувт адроритм типа X (7^] 
ар;!иѳвгмий ко всякой пара • ^ДО %± ^ 

суть програимм какяя-лябо парачяслвмшс множеств Ні к I^ 2 ^ 
отпѳлАощях Е і, ^ , я варарабатывающий эту пару 

в эламавт гг е (^І-К ^ , Понятяе эффѳктятоі 

наотдадимостя бняо ввадаво автором диссартацхя[^7^ в 
1953 г.; вса извѳстнма к тому врѳмавв ваотдмшша варм 
множеств являлясъ эффактиаво ваотдадямьшшё Ввосдвдстввя 
А«і.1Іучвяк построяя вркмар ваотдадямой вари варачяошшмя 
множеств* ве являющейся эффахтяв^ шотдаявіюй* 
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Збметш» ѵго првввдбмвмб опрвдблввія эфЦзвхтиавоІ вв« 
пврвчйсдвшсѵв я эфІоіетиввоВ вѳотдѳдимосѵя вавноят ож 
выбора способа програшіяроваввя. В сладующеѵ параграфа 
будут сфорву дмро завы ва зависящие от способа програшія* 
рования опрвдадавия эффактиввоВ ведарависдяіюстя я эффав» 
тиввоВ ваотдалимостя в абсодвтвои свысда* 


8. Допустимые отобранавия 
простравстя ковструктяя- 
вых об 'актов* 


Вваиыво-однозявчноа отобреховиа пространства ковструх* 
тиввых объектов ОХ. ва простравотво ювструхтяввшс об'ак¬ 
тов Ох\ осущзствдяеиоа вычисдвіюі фд^|цсцнвВ типа "^(^7 
вазо век допу^хішы, ^обрааѳвяа, обратвоа к доаустянощу так¬ 
же допустиш/ так что мокко говорятъ о досуотямых ссотват- 
сгввях между я Оі^ • 


х/ 


Зсди взаммво-однозначное отображевва (X ва за¬ 
дается вычисдимов фувкцяеВ & » то обратная функция 

0 вычисдима. ДеВстввтедѣно* адгоритм вычхсде- 

вия ѳ-^щ) состоит в том, что паребяраютоя яса 
элементы оі€=(Уі пока т будет 9(0^'^ ; тогда Ѳ'\ю)'(^. 
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0ч«ВХДйО, что прв допустимом отобрвжовп Оі Ш»(Л' 
обров ПВрВЧЯСДШМОГО ПОДМііОЖОСТва в Ск есть хюрочвсднноо 
подмвожаствов^ ^ • Очоввдво» дадов. что ведя О вотъ 
доаустимов отобрахвяяв 2^ иа X •допуствмоо 

отобрааввжв ТУ) на то отобрадвввв (л> прямого 

проавввдввня Ѵ^У^УУ) аа пряное іфоизввдваяв 
аадававмов формудоВ; 


Оо (М^, Щ)- ( Ѳ 

является допустдііаіі» Поэтому (воовольку аписдЕноств Фуяк- 
цвв оаначавт пврвчисдимоств вв графвка}. обрав ^пря отоб« 
рада ВДВ ш вычксжимов фувкцвж типа Ц7/1-> ад 
есть вычислимая фувкцвж типа . 

Ів всего скааавного в этом вувхтв можно сделать два 
раквмх вввода. 

Вывод дврвыВ. прв раввитяв тѳоржв достаточно веств 
рассиотрввяя в каком-либо одном простравствв конетруктяв- 
вмх об'актов (9^ ; все опрвдвдевня и рваудьтаты с помо- 
щы) довуствмнд отображвввВ автоматически пврвносятся на 
всякое пространство конструктиавнх ковотруктивннд об(ак- 
тов (Х^ « для которого существуот допустиноо отображе¬ 
ние Оі ыл (Л ^ X Ій допустимое отображение (Л на (Л' 


*7 


Обрав функция ^ опредадяетоя как такая фувкцяя, 
графяк моторов ость оброа грвфіжа ^ • 



для дюбыл^^ух прост рано п коне тру ктявянх об*- 
ектов ОЬ ж (К '}• 3 чаотвостн, приіюр нвраврввя* 
во го дврѳчясляиэго іівояѳстяа бел овряоиачадѣво построов 
Постов для вату родъ иоговряда Д/ ; обрввы пветроаввого 
Постон множества пі» довустиішх отображевяях /V ва 
другве пространства кэвеѵруктхвввк объектов будуѵ верав* 
решвиыші пвречвсдввтш нновествежв в ооответотвувивх про» 
стравствох* То же можно скааатъ в о нѳотдѳдяійіх ішожвот» 
вех, воторме бвля варвоввчалвво построавв П.С.Повхкоан» 
для простровства ковструктиявых об'ехтов Д/^-Л/*Л/ • 

Црв выбора то8 системы конструктвваых объектов» для во» 
тороі вы ведаем веств рассуждевля, мы ничем ве свяааш; 
поэтому м^ иож(|В выбирать эту систему* руководствуясь 
соображавиянв техвичѳского удобства. Имевво этамв оооб* 
ражавмяня об*ясвяется*что в следуммвх пунктах этого па* 
рагрофа мы выбираем для наших рассмотревхі простравотво 
^ *, а в сдадуваем параграфе я главах П в Ш имеем 

дело главным обрааом с простравствон • Необходимо 

всегда помнить* что тавоі выб(ф ве содержат в себе по су* 
деству нвквкого огревичеввя. 

Вывод второД. Допустимые отображевял можно яспольво- 
вать для уточневвя понятвЗ перечислимого множества в вм» 


*/ 


Это утверждовве может рассматриваться как уточва* 
вне понятия ” пространство коветруктвввых 

объектов *• 




часдшііов фушсцнх. Дія этого достоточво фихспровать во- 
которое проотровство конструкгяаіш объектов » ддя 
кото^^ого аоыятіо шрочислиіюго поднвожоства уточвоао том 
адн ИШШ способом, я в додіѵногшом, вводя в 1МС01«>Тр0Ш10 
какоѳ-дшбо простровотво ковструктившід объектов , 
одвовреіювмв аадавотч допустимое отобремеііяе (Хо вв Оь. 
Обравм яеречисдяммх подмвояеств^ (Х-о пря этом отобра- 
жевяя ш) опродедѳаію об'являются перечвсдямішв водмяоке- 
ствамя ОЬ • Тем саимн подучается в уточяеняе понятая 
вычисдииоВ фувхх^яя, ПОСКО дшу вмчислямме функция опреде¬ 
ляются как функция с перечаедиными графяками* Такой путв 
введения пѳречисдямых множеств в пространствах ховструх- 
тявиых объектов яадагаѳтся в Главе 1: в ф 1 опредедяат- 
ся перечасдинме подмвожества ^ , а а $ 2 аадаютоя до- 
пуствнме отображемвд ^ на каждое ва расснатриваеішд 
там пространств монструктввнмх объектов* 


9« Дедуктиввка вочисданвя* 

Иадо^евная система понятіе поаволяет, а частвоотм, 
уточнитъ понятие аксиоматической теория!? Чтобы осузцст- 
вдтъ такое уточнение с помощью средств математической 
логики, іфаходжтсд отвлекаться от конкретного смысла 
аредложеаий теория я записывать жд в вида форітдьвнд ва¬ 
ране няй - например в виде слов в некотором а 

правила логического вида считать адгорвтиаіш в этом ал¬ 
фавите# Так возникает опредедевве дедуктивного исчисла- 









над (а вадокенха этого опрвдолошід т одод^о» А*В*Водш>* 
городу). 

Додуктвввое исчіісдовм П ш адс^вито А аадаот* 
сд сдодуюцдм оброаоа. 

В іінокаствв Ц/к всад сдоа а адфааята Д івдѳ^т* 
сд раарѳшдмоа додмножастао форшу я исчисдѳшід П « 
Накотороо ковачиоа чдсдо формул об*яадд»тея 

"аксдоішнх*. Задаатсд коиочноа чясдо аычисдяішх фушщвВ 
^ ) "Ѵ ^ ^ • нааывааішд "вравидаид вывода*; вііа* 

ста с каждой (^ніщяай Гі аадаатсд два чясда Іі) 
каадад функція Гі оста дичи единая фушсцвя типа 

[ "^Т а ] 

8 ынажаства всад формул исчясдѳвдя П обраауатсд вод* 
іінодѳстао шаодиакх, идя докавуамад. формуя исчисдѳвяя П 
по сдадут^вну закону: вса аксиомы выводимы; аедя 


*/ 


Яоацо кавдві элвнвв* счлтап формудоі ю- 

чисдавид П« Это во врос тахничаскиі, а на правда* * 
виад^ныД. так как яса равно на трѳйуатся. чтобв каж- 

Хт.С Ѵ^сгиіпно^ 

дад формула выражала содаржатальнобѵ^аарждѳвяа. Так. 
а дадуктивныд исчисдвиияд. опвсывающід ори^тотшжу, 
обычно 

3-5" и X 


суть формулы. однако, только первая иа вид выражает 
содаржатальвоа утварждавде* 






с^^ть шводишм фориуш, -у - проваводьшіе оіош 
ав ^ 2 - фориул а 

40 2 выводама* Нвоавство ввводяішх фо^д исчасжѳвия 

обовввчавтсв ^ (П) 

Права да вывода аадавт аффактявшсй порождаюі^І про* 
часе* одрвдаддпіііД множество ^ ; в сиду тѳеиса По* 

^2 аерачясдяиое множество, (прж утожневжв 

понят яд вмчисдииоі функція врямовоняо тѳаноа Поста мокот 
бівгв аамввоао строгим докаватедьствои») 

Два двді^нейшвго вам будет важш) свѳдумаіве аамечавяе* 
Еедя к числу аксиом дедуктивного исчясдеяжя П нряоо* 
едавять в качества новых аксиом еще вехотэрое множество 
УП ( конечное ждя бесконечное) Фррцуд» то в сяду яра* 
вид вмвода р^варятся множество выводимых формуя. Подучен* 
вое 1&>е мвожество выводимых формуя мы обозвачвм <І2(ПІУП). 
5сяя ТТі бесконечно, то множество С ПI не яв* 

дяется,вообще говоря, веречисданым* 


10, Своджмостъ но вычведано- 
ств в во раарешвмостн* 

Попытаемся определить "сводиыость во вычесдимоств* 
функціи у к функцвв ^ • Что оавачает утаѳркдевло; 

"функция кр вычислима, вря уодоавв, что аыеетсд способ 










вычисденжя функція " 5 • Ксді поіяматъ это я смысле 

обыіиов аиадлкацяі "есдж ^ выіисдяііа» «о выііо» 

дина*, то все нѳвнчисдише функція в сяду дохноотв аосыд* 
хя окажутся сводишні друг к другу* ТреОуетсд воэрону дать 
более тонкое опредедевіе сводіиоств по вычнсдвмоств» от- 
ракавщее неформально поввиаамув возможность водуіѳвія 
всея евачевіВ ^ вря усдовві, что нам какви-то свооо- 
бон слѳдаш достуввнмя все виачевяя ^ • 

3 сяду сообрааеакВ в. 8 достаточно огравдчітьоя 
арвфиетичѳсквми фувк 4 Яяші« 8 вокестяо всех арвфкетячеокях 
функція» опредадеввых в Д/^ обозначвя ?Ху * Каждуш 
функцію ів можво рассіютрівать как функцію от 

чвсдоаых аргунентоя* 

Каждое число Уі усдовяися опредеденшш обравом аа- 
ввсывать в виде слова в некотором едфаввте - например» в 
десятячвоі» двоичной идя еще какой-нибудь системе счяо- 
дения» в виде идя в виде 

Остановимся на одном яа водобнах способов ааввсв* Заввсь 
числа Уі будем обоавачеть • Далее» ф^вксяру- 

ѳм овредеденшій способ аапяся кортежей» т.е* конечвнх 
уворядочевшх строчек чисел* Бу даю» наіфимер» аапясывать 

КОрТѲХч^ 

ІА ~ ^ •'V У^А^ 

в вида 

и* - Уі\ -ё Уі\ 

где € - эденентарвнй аавк» вѳ участвующій в вапясі вату- 


радьвнх чисад* 





Пусть ц/ ш ^ суть арж^імтіічвсіиіс фувкцші 
от И<1 ш Кі арруімитов ооотвстствсиво, а П - да» 
дуктвввоа всч^слаива в некотором алфавита А • Прадко- 
ложам, что существуют такиа два слова ^ ж 
что любые слова вида 

О) 



где ос • вровввольамй кортам ддавн /п , а ^ -про» 
невольное число, в любое слово ввда 


(г) 


где X - ароиаводьямі кортам ддавн п • ^ ^ 
иавольное чисію, суть формудн исчисдеввл Г1 • Пвомест» 
во всад формул вида ('^) эбоавачжм # іінокаст- 

во всах формул вида б обоаначям • В инока» 

ства выдадим подмножество ТТІ^ СН') тех форц^д 

ввда (^) , для которых . 3 множества 

ши^лми подмножества ТП((^) тех формул вида ІѴ) , 
для кото|шх Драдположям, что выполнено соотнома» 


”7) і^)) л т-/ - ігь^ сі) 

Тогда астаствевво считать, что функція ^ своДвтся 
по вычисдиностя к функція ^ • ДаВатвительнс, праввла 

вывода асчисяааяя П задают процесс, поаводі^виій, в 
силу (З) , получить любую форц]гяу (Я) , соответствуюцую 
верному равенству , отправляясь от формуя Сі) ^ 

соответствующіх верным равенствам ; в ковач» 

вок счете можно получить любое верное (я только вермоо) 
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рамвстао • «сдж раврешвтѣ содгаов&тъся 

дюбын ввриніі равенством 

Првввто свнтсггь» что я обратно, каядая своддмоотъ 
іюжѳт быть осі^ствмвва ояисаншт ошсобм: Функція ^ 
тогда в ТОДМ60 тогда сводятся до шіч^сяимоотя к Функція 
« огя« стдістотч такое дадѵктмио» исчяодвмм П ш т«- 

км сдам { ___ что ияоямото» иіа>ас »м , 

Это утворкдешіе оо .-пеня его автора естественно наевать 
теаисоа Кявня |^13^ • По поводу тевиса Кяявя ыожво сдѳяать 
те же эаііѳчавая, что в по поводу тевисов Чірча» Маркова# 
Поста* Можно доканать* что ясчисдевяе П * фагурярумцаа 
я теввсе Кявня, ножно фвжсяровать раа навсегда* Таким об- 
равом, для некоторого опрѳд еда много всч^ сменяя ^ (по- 
строенного в гяаве 1У книгя Кдиня [ 13]) я некоторого ов- 
редеяенвого алфавита А имеет место сяедумаме утверм- 
деяяе: Фѵижцжж тогда я только тогда сводится по вм- 

чйслаыоотя к функция ц/ _ , когда суяествувт такие 

ш в аяфавйте А * что 

(тезис НяЕня в унхом смысле) 

А'^ашіяоггчво уточняется я понятие свод л мостя по ш- 
чвслимостя функция у? к вескодькнм функциям 
Именно, кр сводится к - • если для не- 

которыя слов - выполняется ревенстю: 

^ СЧ'Л и .. и Ш)) ('^). 

Очевядно, если функция , к которнн ояо- 

длтея по внч< сяяіѲс^и функция к)) ,вмчисяиш, то я сама 
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фушсцші ^ вычіісдііііа* 

Пос« ['16] научал рааішчша ковцавцнж сводніюсті 
во. раарешявосав одного мнэноства к другим. Орж^ жавбо«» 
дѳа ос^цам вовиііавжн свэдлмосѵж во раароакмосжж мвожост* 
ваРк іюэжмстду ^ имеется свособ# возводяваіжі джж лю¬ 
бого п дажатъ ответ ва вощюс^г^арявлддежжт лж кі к 
Р ф в вредположевжж. что для любого т мы расво- 
дагаем ответом на во врос о появаддежвостж ж О » 

Авадогичво аовамается сводимости Р ж О-іу -? • 

С помоідъм уме уточвеваого понятая саодиностж во нычаслж- 
мостж этот обцвіі замысел мэмет бытъ уточвев следуімівм 
образом: мвояѳство Р сводится во разреввіюстж к мво- 
мествам » если харамтеристичесісая фувкцжя 

мво«ества р сводятся во вмчясдимостж к харахтерястж- 
ческим фувхцяям мьожеств ^ * ^ввидво. 

еслв внохестяа - равревшмм, то ж всякое сво- 

дяшвеся к вим во разрееимостж множество Р ровре- 
шямо. 

11. Вычислимые оператор и* 

Пусть дамы две систеіш фувкцжД (для вростоты - ержф- 
ывтичесхих) ОС ж ^ . я отображеіше Р сястемі^ 

Сіістему 3^ «В тѳоржа ад горит моя воявдяѳтоя веобходж- 
мостъ выделить отображевжя Р . обладаюідяе тем своіст- 
вом. что по фувкцяж у ^ ОС эффективно строится 
фувкцжл Р{^) ^ у • Прж этом, очевидво, вѳдостаточ- 



-зг- 



во сказать, что для каждой отдельной функции у/ функ- 
(^) сводится к ; предподагаѳтся наличие не¬ 

кой единой процедуры, осуществляющей для каждой функции 
у/ сведение к ней соответствующей фунвщин Р 
Для уточнения этих соображений можно воспользоваться кон¬ 
струкцией предыдущего параграфа и считать, что отображе¬ 
ние Р эффективно, если существуют такие слова ^ я 
, что равенство 

м) п (гт 

выполняется для каждой функции у/ е 

Мы приходим таким образом к понятию вычислимого (или 
ча ст ично-рѳку реи вно го) о пе рат ора • 

Арифметическим оператором типа - ^ /уі^ 

называется отображение прямого произведения 

^ через 

обозначается совокупность ^ - местных арифметичес¬ 
ких функцні. Арифметический оператор типа 
ставиф^ таким обрезом в соответствие каждому упорядоченно¬ 
му набору арифметических функций -ѵ 
аргументов соответственно функцію оѵ 9Ъ аргумен¬ 
тов* Арифметический оператор называется ввпіислимым, или 
частично-рекурсивным, оператором, кодь скоро существуют 
такие слова / • что 

С помощью допустимых отображений понятие вычислимого опе¬ 
ратора распространяется и на операторы, действующие на 



{ 


функдхн» не явдявсщеся арнѵ^тяческяііа. 

На освоаѳ понятая вычисаенопо оператора аожно дать 
еде дающее определение свэдиноста по вычислмаоств: ({каж¬ 
дая ^ сводится по ВЫЧИОДИМОСТЖ X функциях Ѵ 

есди существует такой вычисдиішВ оператор , что 

Понятие частично-рекурсивного (вхчиединого) операто¬ 
ра является ко негру ктивнші авадогон обіцего понятая араф- 
нетического оператора, подобно тону как донятаа частач* 
во-рѳкурсявяой (аычлединов арифнатичаскоВ) функции яядя- 
етса конструктившш авадогон обімего понятия арифхетича- 
сков функция. Очевидно, что принѳаение вычіі единого опе¬ 
ратора не выводит за пределы класса вычисдиіша функдаВ* 


12* Дедуктивные аочисаеняа 
с отрицаваан, их непро¬ 
тиворечивость в подвота* 

Среди дедуктивных исчисдевиВ выдѳдяютоя исчисления, 
в которых для каждой форыуды опрададѳво ее отрицвава. 
Зажвая родъ таких исчхсдаииВ очевидна; они доданы фор- 
нал^выни средствами выражать свойства содернатадъвого 
логического отрицании. Мы дадаы следующее форііадъаое оа- 
редедеиаѳ дедуктивного исчи едения с отрицаваен (по А.В. 
Кодкогороау): дедуктивное исчисление называется ао- 

числеииен с отрицавием, если в алфавите исчисления [~І 
выделав заек ^ причеа если В есть форнухе, то^^> 







'] ^ также еоті^ фаржула* ^рі^^да 7 6 нааыааетсв 
отрицаиаен формуш В • Среди форідж нсчнсдевжя с 
отряманиеж П выделяется мыожество ^(П} всех фор- 
жуя» отряцавяя которых выводніш (т.е« приаадлежеѵ }. 

Для аксяоііатхчесіснх тѳорай большое аначешів иыеые 
понятия содержательвоВ вепретиворечивостя в содержатеив- 
воВ полноты. Теория ііааывается содеркатедъве яеаротиво- 
речивов. если каждое ее осыысленвое (т.е. истиввоо жаи^иож* 
жое) вредиожѳвие. явлююіаеся докаауеюш. истинно. Теория 
называется содержательно подвов. если каждое ее осыыслея- 
вое преддожѳвяе. являеаіѳеся ястиинын. докаауено. Осхабле- 
виев этих опредеденхВ являются определения форішл&нлВ «е- 
протиаорѳчивости и фориадъноВ н^иодвоты. Теоржя вааыіа- 
ется форырльно напротиворечивоВ. если не ыояѳт случить¬ 
ся, чтобы некоторое осішслениое предложение н'ех*о отри¬ 
цание оба оказались доказуемыыи. Теория называется фор¬ 
мально полной, если для каждого ео осынслеіного предло¬ 
жения яяя оно саыо или его отрицание доказуевы. 

Попытаемся дать соответствуюаще осределешія для де¬ 
дуктивных исчисденяВ. Поскольку, аооб&р говоря, не вся¬ 
кая формула выражает осмысленное предлояеиле, то непро- 
тяворечивость и полноту исчисления следует^сонвтряаата 
не в примеиемин ко всему нножеству формул ', е диль к ве- 



бы Крейне неѳстественнші требовать для полно¬ 
ты исчисдевхя выводимость формулы 
отрицания (св. подстрочное примечание на стр. 26 ) 


I 







которому оодмиожвстму этого ішожвстм (в првдожв»- 

яд в качество V) боротся обммво мномвстао формуя, вм» 
рояающвх осмысмишіѳ проддоховяя), 

Хток, пуств У} • вокоторов ІШЭЖѲОТВО формуя ВС* 
чисдоввя Г) • ІІоловяш 

(л) (п) л )/7 

Нааовѳн П вворотив орочи вин в оримонвввя к ^ , веяв 


(п) л (П) = А 

в ООЯВЫН в ОрИМОВвШОІ % щ ОСЖВ ( 

Ііу^Сп) 1/4, (ЛЬ ^ 

^рмуяа в вавывавтся раарвшимоз в П , веяв либо в 
либо 'І 6 вы ВОДЯ ма в П . ПІшотв ГІ * орииввтівв к 

Ѵѵ^ озвачавт, что всякая формула вв раарвшима в 

п . 

в свовЗ авамонитоб работа ^10] Гбдвлъ показал, что 
для широкого класса дѳдуктиввня исчиолввяВ (исчиславва 
этого класса мы бу дам ыазыватв *годвяввсішмя'*), оаисыва* 
ющщх арифметику, цвпротяворвчивоотв в полнота в оримвваивв 
к множеству )і/^^ г^рыум^ вырлшткцяж осмыслѳнвва арифяатв» 
чѳские ареддожввия, вѳсовмвстимы. 

Класс гбделевохил исчисдаввД мокко овисатв сдедувщвш 
образом* '^інсіфуется некоторое множество Оі осмыслеввмя 
арвфмѳтвческих предлокеввб в авкотороа ивожветво іОі 
истиввих аряфматачосшіх аредлояѳвяб* Класс гбдедаасквх вс* 
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чяся«іиі]| определяется как класс всех таках яочисмвхй 

П • что 

а} каждое щяддокевие аа (Ті выражается некоторой 
формулой исчисдеяяя П 

б) каждое предложевае иа ^ выражается некоторой 
выводимой формулой исчіісдевжя П • 

Назовем всчислевве П усмлеваем П в примевшіав 
к ^ , еслв 

(пО г ^„ СП) 

Всякое усвлевве гідедевского исчислевая является ріііелеа* 
скан, поэтому яа теоремы Гйііедя вытекает« что гйделевское 
исчисденае ве довускает полного я вевротаворѳчавого в яря* 
мененха к ^ усялевия* Назовем исчисденае П ве* 
пополвимыи в пр^мененвв к , если оно ве допускает 

полного а непротиворечивого усидеввя (все а приыевенвя 
ж }• Иа тѳэреіш Гіделя, таким обрааоіі, вытекает, 

что всякое гіделѳвское всчисдевжа ыепополняио в пранове* 
ввж к . 

Локааатал^тво Гідедя содержат эффектвввый метод,вое* 
воляюцяй для каждого гйдеяевского исчлслевяя Г] востро* 
ять формулу яв , нераареохму» в П . Предыдущая 
фраза ія>мет быта уточвева с помогав предложевнсю автором 
диссѳртацяв понятая эс[фективиой непопоявямостя, кото* 
роа мы сейчас приведам* Пусть ^ * вростреастяо ковст* 
руктввных объектов, содержацеа програішн (прв определав* 
нон способе црогранмировааия) перечислимых подмножеств 
* Исчислевве П в а^к^вите А назовем эф* 
фективно вепополнимым в примеменяж ш, У) , если суарст* 
іует влгорвтм таце ^ , щжішвяіші к квм* 








доиу ^ ^ ^ • являвдамуся врох^раішов яарвчмсдя* 

іюго множество • *‘Д® - произвольное аапро* 

тнворачивоо усиданна П в примнашія к ^ , я оѳрараб|| 

тава» 4 Я| этот эдѳнавт р я формулу яв , варавро* 
шииую а • По суваству ГІдалв доказал эффактввву» яа- 
пополвяностѣ (я принѳвавяя к ) любого "гбдалавского* 


исчи сдавая» 
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І 2* Об&ор осно южк реаудьтотоі ддссдртацим. 


1« Вычислимые оѵобр 


н 


систем іычисдимых функ* 

ц и I. 

В предыдущем параграфе отмечалось, что реаудьтат 
применения вычислимого оператора к вычислимым арифнети* 
ческим функциям снова есть вычислимая арифметическая фувк* 
ция» Поэтому при рассмотрении шчисдимнд операторов іш 
получаем право ограничиться лишь классом вычислимых фувк» 
циД; каждый внчислишй оператор типа -^п,у 

индуцируем отображение прямого произведения 
'ЬО~ V . * - "Х , где череа обоа- 

начена система всех вычислимых арифметических функций оѵ 
^ аргументов.Учитывая эти соображения, а также то, 
что вычислимый оператор является действительно "вычисли* 
мым” в определенном смысле (уточненном в предыдущем па* 
раграфѳ), мы можем считать вычислимый оператор (рассмат¬ 
риваемый лишь на вычислимых арифметических функциях) 
уточнением понятия "вычислимой функцим от вычислимой 
арифметической функции", или "вычислимого отображення 
системы вычислимых арифметических функций". Именно, мы 



назовем отображение 


числиішм, если его можно продолжить до вычислимого опе¬ 
ратора типа 

Однако понятие "вычислимой функции от вычислимой 
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функція* допускает и другое, вѳ иѳнѳе естествеввое уток* 
веняе. Пуста • иростравстяо ковструктявввх об*ек» 

тоя. содаркацее програвіш шчлояшшшх. аряфіетявесшіж фувк» 
цяй (дяд простота пока одвовествнх). Пусть янеется кгавсяв- 
вея функція типа [ ^ • обладающая теш сяоі- 

ствок. что ееж ^ • прогревша кахов^дибо вычисдяіюі^од* 

новеет но В аряфшетическоВ функція ^ Х(р) ^ста 

прогревша не которой ввчисяявой одвовествоВ аряфшетячеокоі 
функция . причев есяи я суть прог|раіііШі од- 

воВ и той ха функция. 90 ш ХС^і.) ■ ХСрі.) оута врограш* 
вы одвоВ я тоВ ка фувхцяя. Такая функция ^ аадает ото- 
браяевие Іг вновастяа ■ в себя; ввенво. вш пя- 


ш 




если какая-вибуда (а. ввачят. я всякая) програшга фувк* 
ция ^ оерерабатываетея функцией X я врогравву 
функция • Такое отобрахение Г естествевво вае- 
ватъ ВЫЧГ.СЛИВШ 1 . Аваяогичво а вообще, отобравевие Р 
пряного проивведевяя Т4 /ѵ ІАГ^ і 

иавовѳв ввчисливвн. кола скоро существует такая кічиеди¬ 
ная ^ - нествая функция ^ . что если 

су та програннн функций ^ К. ^ с • 

то X определена для набора 'л 2 (Ьу;>Н} 
есть програнша функция Р у - 

ііы аивші, ташн оорааои, два встаствашнх оврвдаав> 




шш$ внчгсдиного оѵобрааваші • Зста«9 воороо» соападавѵ 
ДЖ жѵж опрадвдежжіі* Ха раауді^татоа ждссартацжа (сн«нвжа) 
вытекает ^гтвардатвдышХ ответ на этот воарос. Имени» . ото« » 

д**”—— ^_ДРЖОГО ИР0«»»>Д»ШІЯ )С ...)( ТА/ 

■ 7^*"^ тогда ■ ТОДЫИ) тогда врододматс» до ыяіоо- 

воге епвгчорв тмю ■Сі*чг>і^е -^і^У , _во гм сі- 

двотди аивиедшмв < - мсти»» *»ишгвж 'ТС . аймжв- 

■>ИТ ^ГІТГ™ ««"«Я^ЧВІІ^ВСЯ Р±, -,Ч-/ 0У« ВР»,- 

гравіи ■бункаиа ^ 74/ ^ од. 

редедена ддя -м и еоть’ прор* 

решю Это утвервденде ну»- 

даетсд» ковенно, в уточненяв» свяваввон с уточыевяѳи во* 
вятвд програшш. Такое уточненде проявводдтся вике» а в.б. 


2. Вычжеджмна отобракенад 
с ж отав оеречаоджмыж мао* 

к е о т а • 

В теораа адгорвтноа вряходитоя рассіютрввать сдучаа» 
когда по кѳкдону пѳречисяаиоііу нвокестау >8 давнод едете* 
ан перачисявішх ныожѳетж е’фактввво строится аекотороа дру¬ 
гое перечисдаіюа мпокество. Так мы приходим к повятш **ва* 

Второе ве этах овредедюіі завгеат от способа прог* 
раниароваааа. Ника (в.б) оно будет даво в форма, на 
аавасяіцвВ от способа програнмврованвя. 
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ЧЯСДИІЮ8 ({згвкцях СИР яврвчи единого мвохества*, уточвавм- 
ен «оторого ыы сѳЗчос «аВномся» 

Сжетоау всех подынохвоФв мвохѳства будем обо* 

значатъ . Веди Оі • вроотравство ковструктві* 

них об'ехтовс то ч^а будем обозначатъ оистоиу 

всех веречисдимнх подмнохеста (Л' • 

Ввеомотрим отобрааевие ^ систенм всех 

перечисдиммх подмножеств пространства конструктивных об*- 
ѳктов Оі а сястеау всех перечвсдвмкх под* 

мяохеств^ простражітаа шзвструхтившіх об ’ектов ^ . Нам 

предстоит овредедитъ, что оавачает *вычислимоетъ* такого 
отобревевил. 

Нав и в предыдущем пункте » воамохвн два подхода к 
решвви» это! пробдаші. При первом подходе мы нвамваем ото* 
брахевие ^ вычисдимым» если оно мдаетсд некоторым 
процессом» позюдяаідим ковструироватъ элементы мвохестаа 
^ -/а) щ если раареаоется подъзоватъоя как даввы- 
ми любыми эдемевтамж ив • Эточ процесс не являетея 
порождающим процессом в смысле предыдущего параграфа» во* 
скольку ов способен строитъ эдеиевты ^ лишь при усло¬ 
вии» что ѵхе построены асе элементы О • Таков процесс 
естественно шаватъ условным порождаю* 
щим процессом* Замемим сраеу хе» что усдоа* 
нм8 порождающий іфоцесс можно применять я к мпбош^ (во 
обязательно перечислимому) множеству ^01 . »... 
братъ в качестве исходвых лавных процесса элѳмевтн это¬ 
го множества 3 ; будучи применев к 3 » этот про¬ 

цесс даст шожестао 


состоящее ив всех тах эдм» 
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мевтов, юторм можно построитъ» исходи ин элемевтон 6^ • 
Поэтому уквзашшД процесс определяет отобрнневае сіотенн 
^[(Л] >сех подмнокветн (Л ш систдаіу ^ всех 

оодмножаств ; такое отображение будем нааыватв вн- 
числимо! ѳаерадиеіа^ (отображамщеД 9І:ся-і 8 ). 

Внчѵсжіііюв отобраваия 0^* СОі] , ^*ІЛ2 нокао 

поэтому определить как такое отображенве ■ 

ПЛі » которое продолжается до вычііслиіюД опере¬ 
див» отобрежаюідѳД в . 

Понятие вмчисдимоВ операции расхфостравяетоя на слу¬ 
чав иескодъкнх аргуиевтов» Инеиао» среди отображѳннВ пря¬ 
мого про иеведеаия У . ■■0^П(Л€'] » 

также выделяются вычислимые операции» т.е« такие отобра¬ 
жения прямого проиеведения 

(у'Г_г(г2 • Ю'^оркв аадавтса усдовшша порождаівіяіаі вро- 
цессами» позволяющими строить дюбоВ элемент множества 
^ разревается пояъзоввться»как 

дав вымя» любыми элементами 8 -і у 3^ • Подобно 

предыдущему» отображение ^ пряного проиаведення 

в аавоваа 

ВЫЧИСЛИМЫМ» если оно продолжается до внчисішноВ операции» 
отображающеВ 

приведенное определение нельзя» конечно» считать еа- 
нонченным» пенса не будет уточнено понятие вычисяимоВ опе- 
рецнВв Поэтому первая задача , встающая в свяші с взяожав- 
ным» состоит в уточвання понятия вычислимое операцвж* 

Уысяін и другой подход к опредеденвю вычислиго ото- 
бражзнид. Пусть программы овречисдимми^^бжеотв проотранотѣ 
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ковструістмавнх о<(*вктов 
8вТСТВѲЯВ0« орострввстйвм 
жввяв систввн 


1 ОИСТ.ІѴ у ■" 



систввн 


ч^сшуші, кодъ скоро суоЁвствуві твквд вычисдймая фувкцвд 



вычксішшш, кодъ скоро суаівствувт такая звчисдиішя фувк^ 
цвя 2^ что ведя сутъ програкші вврачисдв» 

ішд ыножветя і5і ^ , то 



остъ програшіа шрачледямого кножаства 


Эта фс^мудировкя не являются эковчатадъішіів» воокодъху 
содержат врояаяод а выбора саособа врорраішкровавяд; вы 
иабавямся от этого провааода вижа» в а* б* 

Вторая аадача. встающая парад наыя. состоят в'виде- 
нѳвяв свявя обоях оарададавяД аычясдяііого отображавяя. 

Оба поставдѳнныа аадачя раааются в двссартацяж. 8 Гда* 
ва П яаучаатся поиятжа вычясдяіюб опарацвя; в Глава Ш до¬ 
казывается, что оба опрадѳлавяя внчисляш хч> отображавяя ак- 
вявадавтвн. 


ЗфЗнчясдвыыа оаарацяв* 

Итак, первая задача состоят в том, чтобы аа основа 




идев прѳдмдущвго пункта деть опрѳдѳкввжв вычисдкіюВ опа- 
рацві. Для простоты мы рассыотраіі сначада случай одвоііаот* 
ной вмч.!сди 1 юй опарацва » отобрсшатцай» таквн обра* 
аоы^ /5 . Установны накотгі^ще свой* 

ства\^вылодвенвя которнх ѳстестванво потребовать» 

Обоаначви черев С0^^ систену всех конѳчвнх 

аодыножѳств Оі т 

Свойство 1* Для всякого ііновества X 
выполняется .«венетво 

ѴО<)= Ѵ(Х') 

Х'іХ 

Для обосиоваввя этого свойства проведен следующее 
у^?^Й4екденве» Операдвя V еадается ьекото ын усдовнын 
ворождасщш процессон» Ксдв ^ еѴСХ') , ТО стро¬ 
ится в рееудьтате раввертывавня этого процесса с асподь- 
аовавиен в качестве ислодиых даввыл эдевѳнтов X ; 
тек более у будет пост^еш» если в качестве исход- 
ыых даввых раврешять исоодьеовать эденевты X ^ X ; 
поэтоііу ѴбХ) • Обратно, пусть ^^\[СХ) I тогда 
^ строится во какон-то этапа процесса; к юмавту во- 
строеивл ^ іюжат быть всподьзоваво дивгь ковечвоа мво- 
нество элѳ^івнтоі X ; веля подо- 

КИТЬ • ТЙ 

Непонвии, что чѳрее Оі абоавачается совокуп¬ 
ность всех упорядочанвых строчек, состаялеввых ив элеиев- 
тов ОЬ • Графікон отобраашвня 17 систеш тт 
в систану пл ваз о вен іівохестао 



обрааувное по слвдуѵіаіѵу правилу: пара ^^^, где 
'РН'б » тогда в только тогда прмвадаа* 

жит к , когда ^ е Х7(М) , где и • мио- 

жастзо элементов строчки Щ/ • 

Свойство 2. Графкк V есть перечвслиное 
множество* 

В самом деле, (^у определяется сдедующш порок- . 
дающвм процеасом: конструвруем строчюі 'Ш' ^ (Л^ и 
к множеству элементов каждой такой строчка применяем ус¬ 
ловный порождающій процесс аадающхй операцию ЛЛ ; как 
тод«,ко получим при этом эіюмевт , так обраауок 

пару ^ ■ относим ее к 

Им определяем теперь вычисдамую операцию» как такое 
отображение (Т^] в ^ • которое обладает свой¬ 
ствами I и 2* 

Этому опредалеийн можно придать более компактную 
форцу* Тля этого с помощью определенной конструкции» іа- 
дожѳнвой в Главе 1» і 5» введем в каждой системе миокеета 
топологию* В таком случае становится воаможным говорить 
о н^^рмявых отображениях систем множеств* Окааыаеотея» 
что отображевие систѳмн 71^] ш систему Ті7] 

тогда и только тогда непрерывно» когда оно обладает свой* 
ством 1» Поэтому мы можем сформулировать следуюііве опре¬ 
деление: отобрскение а ^Сог^] навываѳтся 

вычислимой операцией» если оно непрерывно и графік его пе¬ 
речислим» 

До сих пор мы для простоты ограничивались одвомест- 



ныш! яычіісдиішііи опѳрацияші* На представляет труда дота 
аиадогичвов опредедвввв я для 'б • уеотноі ашвсдино! 
эперацвв, прѳдставдяюѳэА собой отобрааѳвве пряного про- 
взвѳдѳввя , где 

сутъ векоторие пространства ковструктиавш об*ектов» О 
этой иодаю надо опредвдвтъ повятне гр8<|8іха такого отобра- 
жевия (что дедаѳтся авадогичво сдуча» -С''І }« а так- 
же выделять средв таках отображѳввВ вепрѳрыаные (прішое 
проааведевже ОХоіі'і НН расснатрвваен как 

топологическое проиаведевве топологических простревотв» 
так что ножво говорить о его вепрерыавнх отобракеякях;}• 
После этого класс вычисдиннх опероцнв определяется как 
класс вепрерывных отображеввА с перечисдишін графвкон» 

3 Главе П яаучаются вычисдишіѳ операции в прострав- 
стве конструктивных об*емгов • Кнѳнво, в качестве^ 
берется сано , а в качестве у 01^ - аро- 

иавол^внѳ его оеречисдиіше поднвожес^ва* 3 силу сообреже- 
ний а* 8 предыдущего ішрагрефа, такое расснотревие ве яв¬ 
ляется ограшічитедьвын. В той же Гяаве П дается и другое 
оп]^едѳлеввв вычисдиной опередив* освоваввое ва аыдѳдшівв 
другая характѳрвых свойств этих операций* Устанавливается 
эквивалентность обоих определений. Устанавливается далее* 
что 8 случае СП>і~ ■ . . класс вычвсдиных опѳра- 

цяй совпадает с одвиіі кдассем операций* ввѳленнын А.В.Код- 
ногоровыж. Наконец* в случае (Я^- . ^ окааы- 

ваѳтся юаножныж датъ специфв^скоа опрѳдедевие вычисдиіюй 
операции* опиравсреся на некоторые идеи Поста; такое оаре- 
деденне дается в Главе П в виде определевяя операций Поста . 




4*Свя8ь между інжясдиннііж 
оаврецвямі м внжисднмямя 
одераторамя • 


В главе П устаяавлявается следующая основная теоре* 
ма: 

Аржіцетический одеоатор Р тогда я тол^чко тогда 

является виевсдямыи^ кэгда существует такая яычисдямая 
оавршші V . что раваасти» 


рамеем»ао раванст»» 

ѴГбѵ.. 

гд> >■-, епі ѵхяйжю 

Эта теорема может рассматриваться как оаределенве 
вычислимого оператора с помощь» внчиединых операцяй* 

3 той не главе устанавдивается я другая связь между 
вмчисдимымв операдиямя и вычислшіыми операторамя: 

^ ш ^ -°шЩвгыШ щяашле*ш^ 
члолл-^ ям пго. Чіови етоапмжші» / еіеяім X ■ 
систчя 1-^ дродомалоа «о дотдомюя опчійіш». ііва<» 

ддмо и дігстаточйО. что йм суавстдодм аичисддт» опвпатоп 

_Е_ТИШ_ .>Ям«11—I емж^имши а«ри»- 

■ои; «сдд фушешм пер«гишдав» ^инеявемб . 



Говорят» что фувкдяя с< пересчитывает множество , 
есля оі есть отображаяве натурального ряда N ъл М 


























«I - Г(и') мт««іт«. ^- / ^<0 

(З главе и о>ормѵ/тируегся аиз бэлве обіцѳв утвврвдв* 




вге« касающееся отэбраяааия арлиого яроиеведавия свстаіі 

Жі V... 8 ^ ), 


5» Сводимость по перачвс* 
л и м о с т ж. 

«г 

С поможьж вычвсдиіш опѳрачеі шкво /гочввть вафор» 
мальяоѳ повкмавае сводлноств по перачвслиноств одного мво- 
яаства к другому.* Прв таком поиимаввм ннохаство Р счи¬ 
тается сводадимся по парачясдишсти к нвохаству (р • 
если задав процесс, поааоляѳщий построить любой элѳнавт 
Р • при условии, что раерешаатся в качества даввмл 
исвольаоваіь эдѳневтн • Аналогично повамается своди¬ 
мое ть по перачвслимостя маохѳства Р ж множествам 

0.1 * На основавши предмдуіввго^ мм можем уточіні 

нить эти идеи посредством следуавіего определения: 

Буден говорить, что множество Р сводятся по паре- 
числямоств к множеству ^ , если существует такая вн|Еіяс- 

лимая операция V , что р^ѴС9}, ■ 

Аналогично^ будем говорить, что множество Р сво¬ 
дится по шречясламости к множествам 0^ , ес¬ 

ли существует такая вычислимая операция V , что 

Оі) 

8 силу второй теоремы предыдущего пункта опредеиевші 





саодяноетя по паречясляііостя можно прндотъ я таіфв фор* 
(для прост ОШ огревичяваенся случаен саодяноотя к 
одному Мкожвстяу ^ ): 

Еапустоа множество Р тогда л толмсо тогда сво¬ 
дятся по перечаслиностя к непустому множеству ^ » ког¬ 

да суцествуат гычаслиныб оператор, параводяііві всякув фувк 
цяв, пересчятываюцу» » в функця», переочитыюкіцуп Р 
В терминах сводинэстя по перечислимоетя окавывается 
роаможныи датъ определение и двух других видов сяодямо- 
стя - по вычислимости и по раврешяностя. Именно, в глава 
П устанавливаются слѳдуюіцне три утверждения: 

1) функция тогда я только тогда сводятся по 

вычислимости к фуыкдяяа ^і, - • когда график ^ 

сводятся по перечислимости к графикам 

2) Множество Р тогда а только тогда сводятся по 

раарѳшямостя к кножѳствам . когда каждое 

О О ^ 

аа ннокеств __/ • сводится по перечасяямоотя к 

^ О'і ) ■ у 0-С 

3} Перечислимое множество Р тогда я только тог¬ 
да сводятся по рааревямости к парвчисдинші множествам 

ѵ ®^,>*“***Д® множество Р сводятся по перечнеяямо- 

стик 

Вместе с тем представляется сомните льным. чтобн сво- 
дямэстъ по перечисдиіюстя могла ^ть выражена чераа см- 
диыостъ по вычисдимостн я сводямості по раарелямостя* 


Черта над обоааачениан множества оаначаат пароход к 
допэлневі» (іш преддояагаті. что каждое множество рас 
подоамно в накоторои пространство конструктяввмх об’- 
ектоя}. 







б* Н^гмерадяя сястая пера- 
я ’■ сяяяых мвожаста* 

ПѳраАдая к рассуотравош второй яа задач, поставдав* 
вых я вункта 2* І^дя простоту мы сначала будам аа раосиат- 
риваті* для случая отобршкавяй с.істаив 7 "^ * о** 
стѳму 

Ятак^нужяо доказать, что отобраяавяа ^ овотамы 
с.«твму тогда в только тогда про* 

доляаатся до вычислимой опарадвя, когда сущѳотвуѳт такая 
аычисдямая ^вкдвя 'X • что ѳслв (^/ • программа пара- 
чисдимого виохаства 3 ^ (Л- , ѵо • прог¬ 

рамма оврачясдямого мыохаства ^ СЗ) , іри этом, 
чтобы прндать только что сформуларовавному утварядовп» 
точный смысл^ вѳобходямо либо как-то отавдартвавровать спо¬ 
соб программированая, либо попытаться выделить какиа-то 
общие свойства произвольвых способов програнмвровавия, с 
там, чтобы опираться только ва этя свойства (имавмо этот, 
второй путь в избрав в двссартацвя), 

Метод, которым решается расоматря ваѳмая задача пред¬ 
ставляет в самостоятельный ввтврѳс; к тому же ов позволя¬ 
ет подучить ряд других результатов. Поэтому ш счятаан 
цадасообраввыіі издожить вкратце ?тот метод, 

Начвам с соварвюияо общих аамѳчаввй, Отображавна оі 
какого-лябо мш>яѳства 7 натуральных часах ва вроиаволь- 
ноа множество М называется нѵмарашіай множества ^ ; 
множество Е будем называть осиовавввм нуиарацям ^ , 




в сішу ооэбражвЕхВ пункте 8 прѳдндущего пврвграфн» это 
опредвдввхо ѳстоствэвыо рвспростравитъ на сдувай» когда 
^ ость подмножество проявводьного простравства 
конструкт ваша об*ѳктоа ; так вы я поотушш# Эла* 

не № которого € М вавываѳтоя во морок 

эдѳмовта ^ в мумерацкж ^ • Ісдв множество 

является системой мвожеств» то для каждого 
^бЕ <^ф) является множеством ва сястѳіш м . 3 
этом случае вводят в рассиотревво множество всех таких 
пвр Е ^ ^ ОД I ВТО мвожеотво 

навивают уняверсальянн множеством» соответствующим нуме* 
рации • Йели, далее» все множество системы М 

суть множества» расположенные в некотором пространстве 
конструктиввых оі*еісгов 0( » то у ни вѳрсадьвоа множе¬ 

ство нумерации оС есть подмножество прямого проивведе- 
няя 0^ >< ОХ^ в потону ножво говоритъ о перечислимо¬ 
сти этого увивереадьвого множества. 

Пусть - некоторая система подмножеств дрострав- 
ства конструктиввых объектов ОХ • Нукерацвю ^ этой 
системы навовѳм вычислимой» если освовавнѳ нуверацвв ж 
соответствующее универсальное множество перѳчислины«^Ну- 
мѳрацвв М систѳіш Л невовем аакрывающей» холь ско 
ро для каждой системы и каждой вычислимой ну- 

мршиш р осівіш іЯ с,<цвств,.т 'Гекая віпяслямя 
ф$вкцлл Ѳ » что если Д есть номер множества А ^ р 
и нунерацви р> .то ѲС>^) есть номер этого же множест¬ 
ва в вунерацнв оС 

Рассмотрим теперь совокупность Н всех программ 


(при ограде денном способе про рраіширо вешня} всех веречнс* 
дктіх водммокэсті простренства констр^ктявннх объектов ОС. 

\АноШ(Лйо Е }р(Х(лалоіи€но б орогч гг р «»сг/»гѵко/< ісошт^^ктіллник о^і- 

гкШОрѣ Отнесем каждой про рремае ^<5^ множество 
г^і%) Е: (У^ • опредедаемое программой 0^ • ІІы по* 

дучнм тем самым некоторую нумерацню сиотемн ^ 

всех перечисдяішх подмножеств (7і • Установим дю основ* 
шіх свойства этой иуме]» 4 нв ^ • 

Свойство !• Нумѳраі;ія /у ѳств вычисдитя 
нунерацнв» 

Этот факт по судеотву хорошо иааестев а тѳорян ад* • 
горятмов (сн« например Пост [^Іб] )• Обычные споообн прор* 
раммярованвя таковы» что имеется общий метод Садгорити}» 
расповнающяй ддя любого 6 » является дн этот об** 

ект программой иди нет; таким обревон» множество Е рав- 
решяііо н тем бодеа двречисдиш»» Далее» ікжно аадать еде* 
дующий порокдаіиий процесс» определяющий универсальное 
множество вумерацнн ( У —:1 тем самым это множество 
окааывается перечислимым}: строим элементы ^ и как 
только построим програюіу 6 Е ^ раавертываем опреде* 
дяемый этой ирограиш>й порождающий процесс; как только в 
реаудьтата раавертывавия этого процесса появится об*ект 
у ^ Оіу относим пару * уЛерсальному множеству 

вунерацяв ^ • 

Свойство 2* Нунерачяя ^ есть накрываю* 
щая нумарацяя» 

Дайствитально» Ш[Отъ ^ * вычислимая нуме^щцжя 

некоторой системы ^ СО^] • Укажем алгоритм» поа* 
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водявоіиб от воіівро /г иыоязства А ^ ^ ■ вунера* 

дія вѳраВті к нэиару этохч) же иножѳства в нумера- 

два ^ , т.е* к програмже этого множества* КсконяЙ ад- 

горвтіі задается так: рааворачивееи порокдающкВ процесс, 
опредадявидій увяверсалі»ное множество^ В мунерацвв р ; 
всякий рае как при раевѳртывавкм этого процесса обраеует- 
ся пора , относкк ОС ш множеству Л ; тем са¬ 

мым мы подужвш систему правил ддя некоторого ворождаюме- 
го процесса, оп|)еделяюаі9го множество А ; запись этой 
системы правил в выбравиом коде в есть программа множе¬ 
ства А • 

Итак, вумерацвя // , прв которой каждой програшіе 

ставится в соответствие опрѳдѳлаемое этой программой пе- 
ревисдиное мнонество, является вычислимой я накряівамщей* 

По поводу этого утверждения можно сделать те же эамеча- 
вия, какие в І 1 делалась по поводу тезисов Чйрча, Марко¬ 
ва, Поста, Клявв, Ово выполняется дрв любом принятом спо¬ 
собе програмняровавяя и может рессматряветьоя как уточне¬ 
ние самого понятая "способ программирования”* 

Мйоаіество • рассматриваемое вместе с какой-ли¬ 
бо его нумерацяей иезывается заву нѳрова иным множе¬ 

ством я обозначается М ^ * Пусть Хы и - еануме- 
ровавные множества. Зычисдиміяі отобізаяеваеж ш X 
назовем всякое отображевие ^ множества X * множе¬ 
стве V * для которого существует вычислимая функцвл X , 
обладающая следующим свойством: если КІ есть номер эле¬ 
мента х 6 X в нумерацвм » то есть номер 
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эдѳибнта 1 вумѳрацяж /^‘ 

В Главе Ш вводятся понятіе Со» сепаребедыоі оя- 
стеші первчясдяішх мноаеств; пря этой окааывается, что ся« 
стене ^7|Г(Я] является со» свпаребедвиоВ. Нунеречяя^яя* 
ляюцяеся одвоврвневао 8 нчясди 11 !шв в ашфнвеавщянв вааывает- 
ся гдаввшйв вунерацгяіія первого роде. Докааивеется одѳдув* 
щая теореме: ^ 

Цуотѣ X есте со» оегасабаяъияя слоте» 

ма. * ее главная нумерация первого рода ж В '» ѵлѣш» 


нея кѵмерецвя юрвого рода ск стены множеств 2/ Ото- 

бізеяеяяе аавѵмероаанной сяствім ОСи в еан умерованві» оя> 
стемі, У^ __ тогда я то яі>ю тогда явдяетоя ямчяояяааш. мог» 
да его мояно пгюдодаить до вычислимой операцдя. 

3 сияу яешесказаяного, эта теорема решает задачу^ офор- 
ііудировевнуа а начале настоящего пункта. 

ПустьХ і ^^ )(^р(^ — заву перо ванные множе¬ 

ства. Пустъ, далее, для отображеняя ^ прямого проиаве- 


девяя 


х 


.-X 


X ^ в У существует вычислимая фувкцяя X • 
обладаю^я сяв дующим своЗством: есдя ѵ суть номе¬ 
ра элемент оя Хй?- ) , то уѵ вотъ 

ноіюр элемента ■? ; тогда отображеняе 

мы назовем вычислимым отобрѳяевнем прямого произведенія 
и^ 'У ■ ■ 8 Ѵ](? (само понятіе прямого 

произведевяя занумерованныя м ожеств также определяется 
в Главе &}• В Главе Ш доказывается следушіівія основаая тео¬ 
рема, обобщающая ранее приведенную формуляровху: 

П»ст* 0^1 уве сить а> - о,п«раб«д»ми. сте>< 




















мротаслиііик иаочоя. -мрл«вмі» »уіі»иі- 

аи терюго рода. - гдалим п«п.ора та¬ 
яв систдиі п^реадодшд ■«>«•<»■ 2 / . Отобра»«шш> го»> 

ыого аровавадажм X- - ■» а Ур меда д тац- 

ію тогда двдяатсд аіічи п«»ііии- ю рда аго иоаво врояодад» 
до вычиед^імоВ опораим. 

освоввая тѳореіш рааіаѳт ивігвресувщзр» нао аада- 
чу в тоа обцай форма, в маков ова была пэотавлѳва в аувк* 
та 2* 

Ив это! жа основное таорвш вытекает и утварждашіа, 
оформудвроваавое в пувкта 1 настояаііго параграфа* .^Іот» 
витально, отождѳствжн арифметически а фувкцм с вж графв<^ 
ками* СЗогдасно освоввов теорема вужжте 4 швѳсто того, что* 
бы говорить о вычисдиішх опаратораж, пѳраводвщжж друР а 
друга арифматячаскиа фувкцви, іюжво говорить о аычислиинх 
опарацвяж, шрыівэдящих друг а друга графжхі этиж фушсцив* 
Чтобы подучить доказатадвство теоремы пункта 1 доотаточ* 
но заметить, что система вычисдимыж арифметв* 

ческнж фушс^лі от ^ аргументов фівляетож со* сева- 
рвбельноі (врв любом } и что вуморацвя таков сиото- 
мы с помощью программ есть главная цумареции первого ро* 
да; после чего остается применить о<віовву» теорему ва* 
стояііівго пункта* 

При изучевжи вумарецвв сястаы перечиолиныж мвожеотв 
мы сталкиваѳыся с тем обстоятельствок, что аѳ всякая та* ' 
кая система обладает вычислимое вунерациав я тем бодае 
главное нумарациа первого рода* Чробы обовти это затруд* 
навив, а также чтобы охватить вакоторыа истрачаюапшоя в 
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вумрацхх, ыл хвдпощвасх аычгсхяішня» в Гха* 

•• Ш вводхѵся повхтав оотввцхадъно вняксххіюіі вумарацяя* 
Далее вводится воиятва авояяе вакрнваюівів нуиерахив* ва* 
ходявіееся в твком же отвошеввв к повятшо потевдхальво«аіі* 
чисдиііоз нуііерацвв, в каком понятіе векрываюаіаі вумера* 

ЦП находится к понято» аіівислиііой иумерацяв* Вуаероцвв, 
явяішеіеся одновременно потевцяалвно вмчисдяшшв в ввод* 
ве вакреваедвні, нааываются гдаввшіі вумерацхямв второго 
рода* Дохаеывается, что всякая система перечхслвмхх мно¬ 
жеств обладает гяаввой мумеращеі второго рода в что оо- 
вовная теорема настоящего пункта остается верно8 врв еа- 
мене всех яумерацв8 первого роде не аумерацвн второго 
роде* Поэтому ноино счмтатв каждум сжатому паречисввинх 
нножѳств еавумерованной цумерацвей второго рода н оара* 
додятв вычасяимме отображеавя этвх светом друг в друга 
как такие отображеавя, моторе яндуцврумт янчисдвмме ^нк- 
цвв на номерах* 

;:ля получения упомиваемнх • этом пункте реаудьтатов 
кспод^еуатся восходящая к А.В»Колмогорову идея абстракт¬ 
ного взучамия зануморовавннх иножеста* а также ряд топо¬ 
логических лонятві в фактов, о котормх пойдет речв я сле- 
ду»щрм пункте* 


Т.Топологхческяе методе в 
таорвв алгорвтмов* 

Одно ве примененхй тододогви намж отмечалось: это пре 

ерадеаже проиевольмоі систмві мможеств в топологічешсое про 

[ 





стравс711^)гм^ выт а кающіал ОФСх^а аоамокностѣ рассмотравші 
вичясдкшйх операx^^|в как веорарааннх отобраааііжі снегам 
множеств • Задавав тооодогав а сгстама ивсжаств вро- 

всходВТ схад/мщжм обрааом: два любого ковачвого миожаст- 
ва Г подсистема ^ ^ асах тах иножаетж аа • 
которяа содержат Р~ а качества додинокастаа, ваамаа» 
атса ааенантарной открыто!; отіфытііа подсистема састаиа 
опрадеадмтеж как промааохыша суммы эдаментаржмх 
отіфмта^х подсветам» Товоаогачаские саойстаа сиотам мао* 
жеста ваучаіотсж а Гхааа 1» 

Понвне этого» а Глава 1 вводится понятва арж<- 

косноаааая» Точку ос топодогаче скоро прострввстаа Т 

вазо вам точкой 'с - прикосмовавааимвожаотаа Р^Т » 

еслж во всякой окростностя точка ^ ^ ваЗдетса такая 
точка Р 9. что всякая окрестность ^ содержат эс . 
На освоаа помятая 'Г* пракосноаеняя воаникают повятая 
Т • аамыкамяя а • плотноста. ^^.окаемваатся ела» 

дупцая дамма: 

П>а»» X ■ У - 


ЗП _ У •ст\ /п - В /острчістмДІІІігеть _ЕгКШ- 

^ а X » Тогда всякие два непраші|ама отобшяаяая X а 
У . совоадаюи» во Р . совп»лмя ■ иа юм X . 
(Заметам, что обмчвой пдотвоста Р а X , вооб» 
ма говоря, надостаточво для вмподвѳная аахлюченая лзимм}» 
Эта лемма суластванво испольеуатея а докаеатѳл^стаа 
ОСНОВНОЙ таореіш прадыдуімаго пункта» 

С помооіьм понятая 0 : » плотноста опрадалмка у во» 
!бднавяийся уяо аажннй тап систем порочасаимых мвожаств » 










так вазыааеіша ссм сапарабааъвка се стами* Свстама 
оарааесжеммх мвсжаста нааываатса Со • сапарабадавов, 
асжя подсястама всад аржваддахащвх л ко- 

вачимх нвожветя *Г - вдотва в ж в о^ачисдвиа (од- 

рададавва шрачесдимоі сестамы коаѳчнмх множеств даатсв 
в рдава Ш}* Ряд таорт гдавм Ш «І^рщдвруатся ддя сестая 
парачисвиішв множеств* яядяящвхсв еамкв^тміш во 

всяхов об’анвмщаВ свстама оарачисдвммх множеств (так ва« 
амваамма ваавдоаашшутма свотамм}* 

Прнманешіа товодогвчасквх іютодов вриддмстрнруа» ва 
сіюдувщаш аржмара* 

Рейс 17X83 рас(шотрад сдадушдг» ямчдсдвмуе нумараця» 
систанм (/I всад яарач^ісдвимд водмнояаств натурадвно- 
го ряда: вонаром множества В ^ счвтаатся всякеВ 
гВдадавсквВ номер всякоВ частвчяо-рахурсвшоВ одвомаст- 
яоВ ^нкцвв* множество аначаввВ которой еств в • Эту 
вумарацв» мм обоавачвм чарав ^ • Кроме того* Райс раса 

смотрел два вумарацвв сестеші всад ва- 

в^стмд варачесдиммд подмножеств А/ , подучаюцвася* асдн 
оі^вячвться гідадавсквмв вомврамя обцв-і^курсвввнд в* со- 
отватстванво* првиятишо-ракурсибвмд функций* Оаряув на 


Тарнив *гйдвдевскив номер* мехво повематъ в сдадумевм 
смасда* Пустъ ^ • пространство иэвструхтвввмд об'актов* 
содаркацеа программа амчесдішмд аря^атвчѳскях фувхцвй* 
Зададвм какое-двбо додустямоа соотаатствиа между ватурадъ* 
вым рядом /V ж 0^ ^ Зсяхоа чясдо* соотватствушваа - 

вг^дустемои соотаатстввв- хакоі-дябо программ частвчно-ра* 
^цсяіііой фувкцвв ѵр ваамваатсд РІдѳдавокіііі вомаром фуяя» 
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этіх нутатртшШ обоавачвм черва , вторую чараа 
Такйю обравом, (п)- Б оавачаат, что П, есть 
гідадавскііЯ вомор обюв^ракурсвввой ^жкдгв» паросчхтю* 
вашщаЯ нножестаѳ ^ ^ авадогмчво для • По торив* 



ВОЛО РЯЖ продвдуаііго яувкта обо вуаіороижя 


товцаадьно анчисяшш. 

В врішойаішв к ^ Раіс вмя понятяо яяолію роя- 
роояііоро шіожѳства* Но сфориуявруоіі ооотвотствушоао он* 
рододѳвжо ораву для пт.овзюзяьвнх вуаарацжД, Пусть ^ • 
вуворацвя нвоявства • ' 'Н; подивовоство Р ^ М вавыва< 
отся вполво равроаямыаі в этой вуаорацвв, осяж суцостжу* 





Нвторесва случай» когда в і^мврацвя у яат вот|яівааяь* 


вид (т.о* отличвнх от щотого нножостаа в от всего М ) 


вволжо раарошиішх подвноявств; это озвачаот» что каково 


бы ня было свойство Р » врисуціо вокоторші» во во всои 
элоновтаю ^ '^М ш воаоавожов алгорвтв» расвоаваюцяЯ во во* 
нору эломовта ууі (: М , обладает ля свойстяон Р 


иля нот* 

РаЛ5 доказал» что в каждой вл вунорацжй 
нот вѳтрввеалъйОй вполво раарошшой яодсястош* Этот ро* 
аультат восьма просто вытокаот ва ешдующаго утворкдоввя» 
докааываоиого в Глава &: 


оолж ^ юкраааюйіая вуворадяя сро яаводьиоі 
<^* содарабодьвой сзотеяв аарочислшшд ішжоств сЖ . то веж* 
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■ш пеіеиет—а 



. 1ПОЖМ» амрашмм »• иумчж 


ШИ_ ^ __ атдут> ш 



подогжж}* 

Ржз^дъ7втн Рейса аожучаюФся отсюда* асдж /чостъ^жто 
доподаежжо к воадае рамрвшшыощу кнояоств^ во едва равравж* 
во ж что вж а • вж а ват ватрв- 

аиаді^вого открытого нвохаства* доподвавжа к котороцу бы» 
до бы также открытка* Таквн обравок евдввооть а сыыода 
Райса (т.а* отсутствжа ватрвввадввнд шодва равраажаііх 
водсхстан) ддж оо» саоарабадввоі систаші о жу* 
кврацжай ^ додучаатеж как сдадствна сдадуюцжх саоі* 
ста вуиарацжж ^ в систаик • 

1) ^ » накрывающая вунѳрацжж 

2 ) с/Я • связноа топодогячвокоа вростравотао* 


в.Уточвавжа повжтаі вффак« 
тжввой ваварачиедямоетж* 
вффактжввой ваотдаджмое* 
тж жвффактжввоі вааовож* 
в к к о с т ж* 

На освова вздоховвой а пункта б свстаіш поиятжі кож* 
во уточнять опрадалэвжд эффактвввоі вѳварачисіякоста* аф¬ 
фективной на отдал вноств ж э^фактвзиоб наповодвякоотж, жв- 
баажв жд от наопредадвввоств* связанвой с прожзводок а 
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виборф то 1*0 идя ввого сюсоіа арограшіяровашія* 

Пустъ - вуаарацяя сксташі^/^^асах варачяо- 
лізмах подшюжѳста ОТ. . ііаояастао ^ (7і вааамя 
эффакгявно вѳварачлсяЁішіі отвооятаяъво вуварацвв ^ • 

коль скоро сущастауот такая яыв^ единая фуіікцвя ^ «что 
аедж /г — новар (в вушарахоіа о<' ) варачисдвіюго мво* 

паства ^ то ^Сп)€ М^Р • Мвожаство (9 иа- 

вовав аффмстяввѳ ваварачисдишоі в абоодштвом еммеда, ао* 
да ово аффактявво вавіфачгсддво отвоситадъво всяко! вв* 
чисдиво! вуварацвв систавн 7' 00^] • ЗСатод Поста [^1б^ 
поааодяат воотроятъ эффвктявво вопарачиедявоа шіо^^астю 
о твоея та дъ во дюбоВ иуіюрацяв сяотавв 

Дуетъ ^ • гдаввая нуварацвя оерворо рода сяста* 
вы . Для того, чтобк (2 быт эффѳктвв* 

во ваварачведиво в абс^дютвон сішсда, ваобходяво я доста* 
точво, чтобы (2 было »<|4вятявво вапарачисдяввв отвооя* 
тадъво у « ДаІств:!тадъво, ѳодя Я В'іфактяяво вава«* 
рачясдвво в абсодютиов свысяа, то, так как ^ • ввчяо* 

диуая нуварацвя, эффактявво вѳаѳрачисдвао относя* 

тадъво ^ • Пустъ таперъ ^ аффаіЕтявно*ііаварач«>сдяві 

относя тадъво ^ • Покшіав, что аффюп'яяво вапарѳ* 

ч«!сдім отвосятадъво дюбоД ввчасдииоВ нуварацвв ^ еяо* 
тавн • Так как ^ - вакрыяашдая вуварадяя, 

то суцастяуат вічисдивая (|ушщяя Ѳ , обдадаваівя тав 
сяоДстяов, что водя Д • новар ІР я вуварацвв ОС • 
то о Сп) - іювар Р а вуварвцвд ^ . Так как 

аффактявво вапарачиедяво отвоситадъао ^ , то сусюству* 

от такая ввчиедявая функція {р , что ведя ^ * вов^ 
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аврвчясдхіюго мвоквстм Р ^ 62 ■ иушшрлцлш ^ » 

то {?\р . Тогда вычіісдямая функція іу(Уі)=(р(ісиі) 

будет обладать таи сюЗствои» что аслі УІ • кояар пара* 
числимого и ожѳстаа Р - 62 * нунараціі ^ » то 

^\Р 0 следователь во, ^ аффактнавѳ яа- 

перачмслнио отвосвтеяьяо ^ ^ 

іналоглчво определяется э^фактяввая веот делимо ста от- ^ 
носвтельво данноД вуморацнв і в абсо^потвом снысла ■ дока» 
зываетоя, что есяя ^ » гдаважя вумерацвя первого рода 

системы [ (Уі] 0 то пара множеств [ІС-і, / 4 ) тор » 

да л только тогда аффюстлвво веотделииа а абсолмтвон сын» 
еле, когда ова аффшктлвво неотдедяма отвосятельш у , 

8 Главе 1 для дюбоЗ вычисляиоВ вуюрацяа строятся пера аа» 
речислимнл мнокестя, еффактявво неотдедаііая отвосятельвѳ 
этоВ ыуиерацвж« 

Нако над, еедя я опрадалаввх эффакгвявоі мпэдолвяно» 
ств (і 1) еамевять слово "арограшіа* словаия *вэіі^ в ву» 
іюрацяв и системы \ то мы получай оарада» 

леняе аффактяввоВ яепополнвмэстж этвэсятельво вуіюраців 
оі • Гсчисдавве навивается эффактявво вепоаолвяиніі в 
абсодмтвом смысле, есдв ово эффактявво непоподвиио отвося» 
те льва всякой вычвсляиоВ вумарацяя систмы 
Так яе, как я аыше, доказывается, что еслв ^ »» главвая 
вумарацяя первого рода свстемы ОГл'] • эффак» 

тявная непополнимость лечисдавая в абсодютвом смысла эк» 
яивалввтва его эффективной непополнимоств откосятелыю ^ • 
Цоекадьку нумарацял системы .^Т^СО^] ^ воіюдь» аро» 
грат есть гдавнал нуиегація первого рода, то прявадтвыа 
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в этом пушяяш опрвддлвввя эфіюктівнод мовврвчисвінооѵж, 
вффвітівяоВ вѳотдвввиоств к »^фвістмвно8 иввоводмаиосфв 
ііожііо росомвтраввтъ как ^^точмоавв тах оврадвхѳііхВ, ко« 
тормв билш дави а $ І 5 


9* Таорама Г^і дахв в ааоряв 
ахгорвѵмев. 


РѳауАтатіі в матэдв таори ажгорвтиѳв о уоаахом мо* 

. быгв яспох^эоаавв ддв ввучавхя своіств дѳд^ктвввііх 
ясчясдонві* 

Вощд7 ■ втом пункта ш рассяатряваам искдачлтаяші 
ясчясдаввя с отряцаахав* Под мы аонямааи врояавояв* 

ноа мвожаство <$ормдя, обхадаіяіва сдад^кндвмж своКотванв: 

1) . рааракяно; 

2) веяв Ъ ш то 1 ІВ € 

(втвіів своВствавв ваведомо обяадаа* нможѳство формуя, вв* 
тарвратвруаміія как содараатаяъныа утвармдаввя арвфмеавкя}» 

А.Н.Коямогоров обварухвя, что воотдаявмостсь шіО- 
жоств ]І2^СП) * «лечат в^аоподавмості іс- 

чисдоняя П в арянамвввм ш. • Таорама Хоямо- 


На возможность испоя^аоваввя нѳотдаяямнх мвоааств 
дяя доказав льства наподнотм дадуктяввмх всчгояамвХ 
укавая тахжа 0«Юіявв [^12] • 





горою докаанвается в Гдав^ 17* Там жа для так ыашваа* 
ішх раг^дярвых ясж^сдавяЁ докаакваотоя в обратвая тао« 
рана: яа ваоопояаяносж П в приненемии кУ) , в Гя» * 

ВЫ^^ксіси^ нгоуидй^^ымосI^ь Э^н^СП). ѵ - » 3 Гпск- 

ва 17. дадаа* докаанваотся» аго ваобходвтш в доотатож* 

шш ^гояовван ва&оподняіюсав (а пркмананвх ш ) дро* 

иаводьвого всчвсдавая П явдяатся вѳотдадвносѵв юно» 

торос шаожаств в (П) , іютораа эф- 

- ^ • 'ѵ . 

фохтявво (а«а* с довоіомв внчясдиннх опарацяі; строяася 

во }2-^ СП) ж (П) 

В Глава 17 анясвяатея таква свяаь мажд^г аффютввюй 
юотдадамостъв в эффакгвввоі воооводвяносаъо (в аа в дру«» 
гая поввнаюася товаръ я абсодовавом оашсда)* Инавжо, дока*» 
аываатся, чао достаточвші усідівван вфІ^ктявііоВ иавопод* 
ниносая исчдсюнвя П в яргневавяв к явдяатся вф» 

фактяввая йаоті9диносаъ«ц (П) - СП) ; ас* 

да П раг^яярво, то ото ^сдовва на только доотаточю, 
во в наобходяію» Крона того, вводится понятна сдабоі вф- 
фахтвяноа иаотдадиносак я докааыааѳаоя, чао аффакавввая 
юотдадимосаъ І2'^у^(П)ш (П) ваобходяна и до- 

сгаточва для сдабоЁ аффахтяввой нановодниносах в пряна* 
иаивя к У) • 

Надоваввна раа^гдътаам позводяна бав тр|да подучитъ 
таэрѳну ГІдѳдя об эффактяввоб наново дни мостя овяснванаіях 

х/ л /л 

Ксчисваава нааываатся рагуяіфвші в вринававхв к V/ • 

асдя^^ яа в ^ (П) сладуаа, чао 11 3^ И^СП) 

б) яа т-? 5 6 (П) сдаяувт, чао 13 е ^ 

Рагудярвння являются вса вракаячаскя встрачатнюся но¬ 


чи сдавая с отряадвяан. 






ѵршфттшу *рідод»всіиіх* В качвстм 1/)^ бо» 

рвтод некоторое м:Ожество фотж сііедіші%ш»го виде (аре 

•ѵ 

внтерпретвцвв аеаедоію пож;ееімак ооде|шатед%вое встож* 
коаввве)* 

Строетсв некоторое ясеесдэшю По « для которого 

еффектявво яеотдеянш; слеяоватежв* 
но, эффектввво веповожнямо в нрямевешіа к Ѵ)о • 

Затем обмаріажваетоя» что всякое гідежевояое ясчиояеаже 
явжяетея ^сяжеккеа По я яряііеііешія к • Замчаж, 
что всякое ^сиавняе вффпюявво вевсшоішжноро яочиожет^ 
само аффектжвяо вепопожввмо, подучаем теореі^ Пдежя . 


Этот способ докаватежъстаа теоремн ГІдежя (аодроб* 
нее см* Гжацу 17) бмж дожокок автором на гаседакжя 
Московского ііатеіютгчвского общества 24 мяу^а І958Р* 
(Усвеяя іштеиатвческях ширі^ 1983» том Ш, вмвуск 4 
(56) • стр* 176*ХТ8} я важокек в ааметкм ГтЗ • %я 
этом автор не аіш вовіюжностя оввахошітвоя о княгоВ 
Кяяия ГіЗІ ,в которое ново жмота дедуктявшх ■счвсже-' 
вяі* отсыттщщж, арвфмтяку» докаакваетоя тшше с во* 
іЯ)щмо неотдѳжвмыж кнокеста» 








ГЛАВА 1 


ваю:іОгш/п>шів опрвдшіш 

I жшш 










3 Главе 1 вржюдатся ряд одрецѳдѳняі я лемм же те» 
оржж вдгоржтжож» теоріи миохѳстж в топологіи» исводъеу» 
еш<л в последувщжх главах* Отдельные месте Глаш 1 (вве» 
денже в і 5 тоаодэгжи в врожаволъвов системе мнохеств» 
леіііш 1*4«2 и 1.7.5) оредставдяат» быть может» и само» 
стожтельваі интерес* 

В і 1 расныатравается введенное еще Гильбертом про» 
странство яонструктяаша об'ѳктов ^ • С лоиощва до» 

вуствмвл наст/.нніа отобрахевіВ ватурхльвого ряда Д/ на 
утоншіетол понятие перечжслвмого подмнохества 
3 § 2 с пэііэв(ыв дооустямих отобраяеяжй пространства 
уточняется нонятне перечЁСЛжного мнохества» рас» 
полохевного а тон или анои ив ресснатрлааемыл в і 2 про» 
стравств хонструктиевшс объектов* Тен самым уточняетов 
и понятіе вычаслкной ^уакщж» определенно8 в прострен» 
стве конотруктжаннл объектов 01 а прамвыамщей аваченве 
ив пространства конструкгявякл объектов 

3 І 3 фориулвруетси рдд нухнмі дин дальне&вего ов» 
ределеннВ в теорем о перечгслимвх ннокествах я аычислдішх 
опѳреторал* 

3 і 4 в кахдов топологическом пространстве ~Т вво< 
Д2?сн ыоеел топология (так называемая X »топология), 
/о^аыеаѳтся (лемма 1.4.2)» что вѳпрерыюое отобрахеяна 
топологического пространства X в 4 *вр^в*^нстао У 
полностью определяется своямі значевиямв ва вроиаводв» 
мои X «ндотіюн подмнохесФве вроотранотаа /К (обмч» 
воі плотвостн» вообце говоря» для этого недостаточно}• 
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в і 5 укашмется ковстр]^«щкя« иоаводяюфя расомат* 
і^вап хвадхі сксФаау ішожѳсга как тоаологичаскоа просѵ« 
равство в тек самым говорятъ о вѳдрермввмх отобракевжвж 
састен множеств в нк артил проввведенві» торн^двр^^етоя 
ряд демм о таких от^брахенвя^; в частвсств» ѵстаяавднвает- 
ся ревудътат» упомвнаеіші в в.З $ 2 Ввалевая. 

В $ б устававдивеется векоторая демма кв абстрактвеі 
теорвв ішожѳств* 

В $ 7 дѳіяю яе предндуцего парагра(|е жшодъвуетов 
ддя оостроевяя парк нешресѳкавщяхся перечисдяшіх мао* 
жеста, явдяюаіевся эффективво яеотдеяямой (как отвосятедъ* 
во любой вычвсдвиоі нумерацяя - деіша 1.7.4, • так я в 
абсодютвон сммсдо - дешіе 1.7*5). 
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4 I. Гйдьбвртозсжоа дростравство констрѵк» 
тйяуді^ об *актО]| 



Пржввы&я 80 авяиавіѳ трвбовавяя» ііред*явдяѳііші/^о» 
пятая» "яростравство ковструктавяих обЧюгоа* ішравио» 
деяние в а. 1 4 1 Зведавая, бидо би васъиа жедатѳяъвші 
аостровтѣ такое простраястю, которое содержало бм а 
качестве эдемавта япб^ю ковечву» упорядочавшіг» строчку 
свовл эденентов. Ииенво такяж является введенное евю а 
1904 году Гадъбертоііі пространство ^ зсах "коибввацжі* 
символа і о самии собой. 

^ормадъвое опредѳдевае простравстм ^ таково: ^ 
еста манамад^вое міюждство, удозявтворяя}я«ве усдовияи: 

а) "едавачвая комбянацвя* І я *пустая коибявацші* А 
праваддежат ^ ; 

б) есдв (Х€^ ,то 


а} вела я ж (чераа 

обоавачается реаудьтат пряпясываввя еврат ■€ ж (X 
так что Аа - Ос А- ос). 

КОждун ионѳчву» уоорядочеввув строчку 
эдеиентоа яа ^ астествашіо отождествить с эяѳнавтон 
^аі> <^п>; пусту® строчку отоадоствдяеи о ада* 
мавтон Л ; так что ^ дайствательно обладает таи 
жедатвдьвыи для вас свойствои. о котором говортлооь а 
начала аарагіжіа* Пряиоа провавадавве х . ., х 


где ш Уі, - подшіожестаа 




п, } 


СИ далее с поднножсстаои всея эдеиентоа 


, отождеотвдяет^* 




>. .. А ГА ^ Ші с ^(]ГС I О - V 







Ташм обрааом, ирострявстао является "увяверошшш* 

простревством я следуварм смисле: еслв отождествт ловя* 
тле *8ростреііство ионструктявішх об'ектов* с аовятвеа 
"перечясдяіюе подмьожѳотю вростраастм ^ ** то буд^т 
вваэлвяться все требосавяя л« I І I Введевля. 

Простравстао ^ еамечатвльво еоіэ тем, вто оао со» 
дервят в качестве иодмвсяеста я ватуралыші ряд N ^ ш 
множество Д/^ всех уворядочеввых вар чисел в даже мво» 
яестао /V всех коыечвжх уаорядочеввых стровех ватурала» 
вых чясел. Для этого достаточш) отождествятъ число О 
с эдеіювтоіі »число 1 с адеиевтоіі . 

число а с ЭД6ННТ0Н ^ ^ ^ Т.Д.; а тогда ухе авто¬ 
матически» а силу сделаввжх выае аанечавяй» ковечвая уво- 
рядочеввая строчка чисел ^ окажется отож- 

дествдѳввоД с элехевтом 

Г'*} 

Ішіхестао всех эдвиевтоа ^ вида 

Я- > <:а^> 

(вкл№іая элѳмевт Л ) обоевачяіі» согдасво о. I $ 1 Вяе- 
дѳвяя» черев ^ • ^лемевтіі 0 Сіу^ .у<Хуг_ вееовен кож- 

повѳвтаіів элементе ^ (мнояестао конповевт А 

пусто), Каждмв элемент (К6 ^ будем назаватъ нред - 
ставитад^ ковечвого (веуіюрядочеввого} мвохаства своих 
комвовѳвт.і . Звохество конповевт аленѳнта Ос ^ бу¬ 


дем обовыачатъ ^л). 






П«р«Віт к оарвдвммжп ішр«чисдяішх подішо- 

жеста • Сря этом нм постуаам сдедуішірн обрааон (см* 
Заедѳвве, $ 4 .. п. 8 }: аададаи некоторое ^кеврованное 
аааимво одноавачное ото браке. :ве натураданого ряда 

/V на ^ • эффектівноста которохе очевадна, ж 

0б*я8ми верочгсжяішмж ж те подмножества» которне^ 

яадвмтся бброаама аеречвсяннмд подмш>жвств N • Пуста 
у? - ваавмво одноаиачвоѳ ж змчисявмое (т«е* осуцвств- 
дяемое вмчасдямоі (З^вщяеі^ отображемяе Д/ на перечне* 
днмое множество В- Я N ; омо *лѳре водят* отобра* 
жѳмвѳ л в отображевве А' нноместаа ^ ва ^ 
аадаваемое равенством 

а' 


Очевадво» что еедя мы теп<фа об*явин пѳрѳчвсдимші мьоке* 
ством в всяхвД обраа (врв отображешш } перечне* 

ланог^ множества Ё » то мм предам к той же сгстеае 
пѳречясявммл'в ^ нномѳств» что в прежде (т.е* м св* 
стене^ полученвой с поносе А ). 

Нааоаен» вообще» отображевве Ау оеречве* 

димого Мг ожества ^ А/ ва проиа воланов нвожестю 

Ы эквлведентнні отображена» А^ перечясявмого н№»* 
кества Е± ^ Ы на это же множество ІА » есяи существу* 
ет такое вычесдвмое ааавмно однозначное отобракевмѳ ^ 
множества Еі ва , что 

(у^)' Аі 

Отнодѳнаа эквлвеимі^ноств сншіатрдчао»транавтввво в реф* 
дакеввво; оно раабвваат множество отобрежешіі ва квасом. 






Утверждѳімв продыдуаціго аб«ацд можно теперь оформул* 
ро ^ать так: есдя отобраяеияе паречисдгііого мао- 



• совпадает с састеіюв^ ааодикоі с поіюл» 




ііножесті, можно указать не одно ааааммо^одвоаначаоѳ вк« 



такл отобрааѳнхй. эквиаадектмихвсе этх отобра* 
жевл б^^дем навымть довустимміш. '^яасс допустаммд отоб» 
раждші можмо оаредежять двожкнм обравож • либо опвсаяедь- 
во, лбо укамв какоЕ*нвбудь (совершанво вроивводыші) 
представвтедь этого класса* Сформ^двр^^ем опредедемхя обо* 
ах тжпов* 

Ппредедавне 1* Вааммао-одвозвачвое отобрахевне А 



допустнмнв* есш су^іествушт такве вичясддные фувкцвв 
(х) в , что еодв 



4 


> 







Кашдоцу слому ССі О-і 


- к[л,і кст 

Р‘ л - Ра 

где рі — простое чиедо. 


В этом адфаввее отвесен чвсдо 


Пустощу слову отвесен чіюло І • Тен сеинн устаыавлі* 
ваетоя вааяи|10>одвоэвачвов соотаетстяяе нѳяду я 

векоторым множеством чисел, в частвоств нанду ^ в 
перечлслиинн мвэнеств<ш Во • Задаваеное этан соотает- 
ствиен отображевве Во - шл ^ обоввачвн 

Опрвделенве 2. Отображевве ко вавввеется дсжуств* 
ішн; доаусткюін называется также всякое отображевве Д 
какого-лябо перечислимого подмножества Е ^ Д/ ва 
эквивадевтвое к о . 

Чтобн доказать равносяльвость обоях определавві, до» 
статочво доказать сдвдуіщвв два утверждеввя: 

I) Отображевве ко является допустиіііш в синеве 
определеввя 1. • 

2} Зое довустямые в сішсде определеввя й отобрана» 
ввя эквивадевтвы друг другу* 

Первое яз этвх утверкдевві очевлдво, Пряведен до¬ 
казательство второго утверждевяя* Пусть в 
допустиіше (в снисяе определения X) отобреяеввя НгОжест- 
ва в, соответствевво, , ва • Пусть 
•соотіютствушаве внчисляине фувш^^я* суілествоаавве кото¬ 
рых требуется в определювв 1* Зададим сдедуюмае взашто 
одноаначвое отображевве (р мяокеотве Ві ва • 
"вераводяяце* в г , ееді 4С^А] 
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Утвврждввіѳ 2} ((]^двт до^ваво* вода мы ^сѵавовдіі аігеио* 
дгш>С7ѣ фувшціж ^ Ф ’^о ш уствоаші о воів^усь» сдох^* 
імвго мфоршиівого расо^ждввяд* Графік & фуыкцав 
ЗВ лается атлуіщіт иа борон оороадающід правяд : 

ест то (уі^,Пі,)еСг; 

-еслиі г /\^0 Та ^ 

г^’ ^с/іоі & (т , 


Поатон^ н&ожчіство О наравне дяно; сдодоватадаво, вн- 
акедина* 

ИФак, ш оарададядв кдасс деш^отиннд 888мнво-одвоа<» 
вачыыд отобраяаваВ оврачисдяннд подннодеств IV т ^ 
івожастю М ^ ^ ян ваазадв оарааислишш» аедя ово 
есть обраа дарачдед иного воднвожэства А/ вря какон*дв» 
бо (а, вечит* ж вря аедкон) доя^ст мои отобранашоі. 

Посжодѣіі^ вря аычясдиннд отображавдяж содравяетод 
срвііаддвавость нвожаства н тону ждя ивону классу Руі 
Йроактяіво-ракурсжввоі хдассафвкадші Кляня Г 11^3 * іоат- 
конского то авадогячво для подішожастя нон* 

во оврададятъ повятяе нвоваства класса (п:^0 • мво* 

вѳстяо называется нвожаст вон класса ^ 

есля ово еств образ водмвокастяа Д/ . врявадлаканаго 
Рп °ря хакон-лябо (а* авачят я вря вояхон} до* 
вустинон отображеяяв. Эряваддешіостя к классу Ро рае- 
реаяннх ввокастя ію сохравяется» вообще гом»рд« вря ни* 






числишіх отображениях^ ноэтоіцу раарешиіше множества в 
определяются как такие веречисдиыне подмножества ^ • 
дополнения к которым также перечислимы* 

Частичное отображение у/ пространства ^ в себя 
(другими словами, функцию со значениями ив ^ , опре* 

деленную в ^ ) назовем ввчислиіши (вычислимо!), если 
перечислим і^афих у/ , т.е* множество всех элементов 

Множество^ /у/ ^ ^ назовем унифармным, если иа 

следует хі- , Пусть ІА - уни¬ 
формное множество, каждая элемент которого имеет вид 

С^ХіЪ • . <х^><гу > 

(, “І фиМСіровано)* Такое множество оНределяет '^-мест¬ 
ную функцию от элементов ^ , задаваемую следую¬ 
щим образом: . ослж е ІА 

Івожество (Л называется графиком «и обознача* 

ѳтся (ту/ • Назовем ^ вывисдимой, если ее график 
есть перечислимое множаотво^ 
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і Другие дростравсрва конструк» 
тивиыж об*ектои. 


В дадьвѳйшем встречаются следующие пространства 
коиструктившіх об’ѳктов: (для любого ал¬ 

фавита А }• а также те пространства, которне подучают- 
'Ся из упоыявутнх с помощью обрааования пряішх проиаве- 
дѳниВ я множества ковѳчвых упорядочѳвннх строчек, сог¬ 
ласно п« 1 § 1 Введения, В каждом иа этих пространств 
вам нужно задать систему перечисдимнх множеств. Для это¬ 
го мы поступлю так же, как в предыдущем параі^афе, толь¬ 
ко исходить будем не иа А/ , а иа ^ • Именно, для 

каждого пространства коя^труктявніоі об ’ектов (7і мы аад» 
ДИМ класс эквивалентных 'друг другу допустимых отображе¬ 
ний, перечислимых подмножеств ф- на , Обычно мы 
будем задавать такой класс, указывая какой-либо его 
представитель (иди какое-либо множество представителей) 
и имея при этом в виду, что отображение, эквивалентное 
допустимому, само допустимо* 

Взаимно однозначное отображение множества на 

Д/ , обратное к которому допустимо в смысле § I, ечн- 


х/ Эквивале^ность двух отображений пережислимых подмно¬ 
жеств ф- на (7^ опрѳделяѳтсл так же, как в пре¬ 
дыдущем параграфе* 










таѳіі доя^стиіаш, 

Тохдествѳвное отобрвжвііяв ^ 
доа^^стишш. 

Ц^сть йлфллах А соотомф на анаков 


на сабя считаан 






'УЬ 


Отвасам вааимво одвоавачво каждом]^ С, 
ыѳва , а каядоііу слову Сс^ 


вакото{жй эяа» 

* эдемава 

• ’ Выч^сдиііоа отобрававва вѳкоторо* 

го іінояѳства ^ ^ ^ * воавяішюіііза в рааудь* 

тате этого соотвѳтствяя, счятааіі довустишш. Еяаоо дону» 
стЕммж отобраааввв аарачдсдишіх водмвожаотв ^ аа ^ 
можно было бн оярадалнтѣ я сдодушіви» ооисатальвш об* 
^лаоіс ваалнао одвоэвачвоа отоб^^жаава о парачлслиио* 
го поднвожаства ^ аа ^ в^ вааываатся до* 

пустааВіѵ хода схоро суцвотвуат такая югалсллмая сі^уахцвя 
^ , что асдя сСм)- а и то 

с Оіё :^явалавтноств обоия опрадаяаяаі до* 

хааываатоя так ха» как в прадндуааів оараграфа. 

Пусть 0^1) - у • яространства ковструктивяваь 
об'актов и аусть для каждого (?Сі задав класс доауств- 
мнх отобрахеввв оарвчислвішх подіюохаств ^ ва Оь< . 
Тогда асдя доаустиіша отобрахавяя па* 

рачисдинвх множеств ^ ^ ^ ^ САі^ ^...^ 

то отобрахавва ^ ннэкаства Е±у^.-.^Е^ 

Оі^ У.. • ваяя»*в*®в рававствов: 





считаеи доа^^стніиш. 

Дустъ (Уі • ірост ревело КОВСТруКТВВШІХ Об'іКТОВ 
1 / - довуствіюо отобравоввв ^ ~ 4 ва ^ . 

■» ІГ ^ 

Рассиотрав множдстю с: всав эдаіівытов вида 

4 ПіУ . .. 


гл* ~С - оролзаодью ■ вс* Пі ^ 5 . 

^ ва вростравстве (Я всад уаорвдочав» 


ОтоСражавва^ 


шіожаства 


шіх строчав эдававтов Оі • вадаваавоа раванствов . > 

счятаав допуствнвв* 

Зааатин, что ш в состоввва таао^як дата астаствам* 
ноа оарадодавва довустиного вааиішо одвозначвого ооотваа* 
стввв между любышм двукя простревстваіш конструвтаввмд 
объектов <4 > я* числа рассііатривааііііх навв (см. 
Звадѳвво, § 1» п. 8). Ивавво, возъііам аролаводьвна доау- 
стиіша отображавжв ^ простравстяшва в^ 

в скажем чао ж ^2^ соответствуют яруг дру- 

гзг. велв //Ѵ^)- /Я ((!.). 

Пустъ тваара 2^ - аростравстао ковструвтявввл об*« 

актов в вуста ^ - допустимое отобі^ажаваа Е 

Назовем подмножество М ^Х аарачвсдиішіі, если ош> 
ѳетъ обрав оарачаслинога подмножества ф- врі ѳтобра* 
жевлж ^ • Так же» как в в і I аоказываетсл» что ов* 

рададение варѳчислимоста а 2^ ее аааислт от того» ка¬ 
ким именно довустимым отображаввая ф врн этом водаао- 
аатъсл* Очавлдво» іфона того» что воанвкамщжа прв этом 
опрадалшві (еслі во дожита X - л/ } іюречлслліаіа мно- 



жѳстав 1 N суть обшнію парачлсліііше (ремуроиво* 
авреч^сдише) мнокдстаа* 

Раарвашша ииокеством р яааыааатся асякоа пара» 
чисдвмоа «вожастао» доаодвеняа к которому нарачасдвію» 
Частачвоа отобрахавіа ^ ш вааываѳтся вичіісяиііші. 
асяя а го графах аоть аерйчлойшощ аодмьохаотао аростраа- 
стаа X X ' Таи сашш автоиатячэска оаредояяетоя 
а аоыятяа вич«ісд иного отобрахаявя прямого проаавадавая 
• в X ш ^мш вычислвмоа ^ «мастноі 

фуикцаа от эдамѳвтоа у. ^ » пржвяишвцаі ава» 

чавя|| ілу X ш ♦ 

Скахам* что фувкцяя/^араочятвааот мвокѳстао М $ ася 
опрададава ва ватураяьвон ряду я в] охостяо аа анача* 
вяа асть М « Иа прввадаввид опродаішвві вытакаат* что 
ѳсдв М - парачиодізвоа мнохѳство (в ісакои«>ыибудь про* 
стравстаа ковструктввнш об'актов}» то сущаствуат іюра* 
счствваіміая аго вмчвсяявая функикЯ;» 
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б 3. НМЮТОЕМ оявлвшвя о а>п—ме««»я« 

И вычйсі иммх опе раторах . 

Зоді ^ • частачное отобрахаѵав X і У , то 
оод обрааон множества М мы по на наем совок)^пноств /(^М) 
всех точек вада / где ос в М «а под подвни 

прообравои множества М мм понимаем совокупнооті / Хм) 
всех таках точек хеХ » что У • Хороао ае- 
вестно, что обраа а полный прообрае перечислимого множа-' 
ства пра вычислимом частичном отображеваа сутв перечасда-' 
мне множества (неформальное доковатедьство этого очевад* 
во). 

Вавовем множество К верѳчасламнм в множества Ь « 
вела К' і П • где /(^ • перечислимоа мвожест* 
во (кы предполагаем, что все расснетриваемма ивожеотаа 
расподожеам в векотором простравстае ковструктнввых об*«> 
актов, так что вмеет смысл говорвтв о перочвсджшіл мао- 
кествах. подіравунеаая перечЕсллмоста в даввом простраа* 

СТВІ^ 

Лемма Пуста Ѳ - вычиелвиал фувкцвл 

в пусть Ѳ (Е) , Лелв 5 аеречисллмо а /^ . то 

/? - ЕГіѲ~^(іЗ') перечлеламо ш Е т 

Докавателъство. х?- где 

- перечислимо. Далее. 

Я-- ВоѲ'^СПпѲ'Чз']^ Е пѲ-Чз'). 
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Посходысу С^'О пѳрвчлсшііэ (как полшй ароодраа 
пара^шмохч) ішокаства}» то /? пвречисдино ш Е • 

Хорошо иаэѳстио» что каждое перѳчи единое подмнохест* 
во ватуражъаого ряда ммет быть вре детва депо как дроекцвв 
рвврѳшіііюго нвовества* респодоконворо а А/^ , Нан нова- 
добвтсд сдедуймчве усидѳнве этого утверкдеішя: 

Лежка І.3«2 Деречвсдвіюе нножѳстао Е - N 
ііо&во представить в виде дроекців аа ось абоцнос плоско¬ 
го рааре&шного мвохества & • обдаданарго тен свойотвон» 
что есда б С и ^ и 

Докаватедьстао* Пусть М об^-ре- 
курежввая фушецад» нвэкество звачевиб которой совпадает 
с Я • Отвесен к нвожэству ^ всякую пару » об¬ 

ладающую тен свойствон, что с^еді чисад 

■страптса х . Оааіідно, (? ^ удоалатворяи трвбуашііі) 
усдоввян* 

Приведен беа докаватедьстаа ряд денн о внчисдиннд 
(частвчво-ракурсдвннд) операторах» непосредствевно вычека- 
Ю 4 ВХ яа творив таких операторов» раавитой Кдивв 

функцію ^ нааовен квааихарактеристической функ¬ 
цией ньокества » есдв обдастъ ее овре де левая есть М 
и для всех эдонѳнтов М аначевие ^ равію !• 

Л е н н а 1*З.Э. Для всякого /г суіоествуѳт частич- 
во-рекурсаввні одераті^» переводящий всякую Уі -нествую 





-гі- 


аімИіівтач«скуі» ф^нхиші в квазахарактвряствчесіфі фувкцвв 

вв графвкв* 

2 в ы н а. 1.3.4* Для всякого Кі с^в^вствува чаотвч- 
йО*рѳкурсивішІ оавраѵ^, оврвводявщЕ всяк^^ кваавхаракѵврж 
ствчвскуѵ функціи графяка -увстноК арвфмвтвчвекоі 

функцві В фуНКЦШІ ^ 



/Иі> 


гдв шс ^ М • Явров М обозначжк воляШ прообрав 


М вря врогаюлъаоа* но фиксвроваішоіі, довуотліюіі отоб* 



2 в н н а 1.3.5* Суавствувв частвчно*рвкур(віашіі овв- 
:штор» пара ВОДЯЩІЕ всякую кввавхарактвргстячвску» <^акців 


кноквства М ел/ В квааяхарактвряствчосхую фушщші 
ниожѳства 





і 4. ^ 

Одкв я« способов аадвввв фоподогш в шюжѳство М 
состоит в тоіврчто дяв хаждоро подішокѳстаа Р^М >кв- 
аываотся подмвохѳстао [ Р^ ^ Р , явдяющвѳся ааішіса- 
нявм ниохвства Р щ яяя унохѳсгвон всех точек прикосно- 
веаяя ішоквство Р • вослояъвуеися эта» зеиечаваеіі* 
чтобн ввеств в врокеводъвоіі топодог^ческов простревствіг 

аекоторув нову» (во отвовѳвав к ухе авеще^^я в Т }. 
г^у аовув товодоряв ш будев называть Т -товодориеВ; 
авадорично, асе вонятвя, связаввне с зтов новой товодо* 
ГііеВ т будев свабхать буквой т (для отдачая от вояя« 
твЗ, саязаввих со старой топодорвей). Для введѳвая ^-то* 
цодогвв достаточно» согласно схазаввоку выше» овределять 
понятвѳ точка г •врвкосвоваввя водіінохѳства Р^Т 
Точка -х^Т вазвваѳтоя точкой Т •пракосновеввя 
водмвохества Т • ѳслв во всякой окрѳстноств точка х 
найдется такая точка В € Р » что всякая окреотвоотв в 
содаркят 

2сля Т есть /^•.іространство, то точканв Т-врл- 
косноаеввя водкноквства I являются только точка Р 
2слв ./ ве есть 7]^«врострвнство, то Р кокет обла¬ 
дать точканв Т -врвкосвовѳвяя» отлячвымм от точек Р 
Ооаокувность точек ?"-врикосвовевяя кножестла Р 
называется Т •вашиийнты Р • Енояество Р называется 
Т -зашшутын, ѳслв оно совпадает со своян т •зашіка- 








ыиѳм* Множество Р вааываотся Г-яхотвым в множаотве 
ведя ^ есть подмножество Г •ааныкавия Р щ (другими 
словами, если каждая точка ^ является точков Г-арякос- 
новения мвокѳства Р )• 

Лѳ м и а Если у сути тояологлческае 

пространства^ я Р( ^ Тс является X -плотвым в 77 
множеством >н) , то топологическое врояаведевяа 

X . . .х является Т •плотным в тоаодогаческоіі 

проиаведевия х . . . х 77? • 

Эта лемма сраву вытекает яз определения точки г«пря* 
косвовения» 

Лемма 1.4.2, Пуста X в У *топологические про* 
странства, причем У есть /о •пространство. Пусть мвоже- 
ство Р^Х является Г «ялотвым в У « Тогда всякие 
два вѳ прерывные отображения X в У « совпадаещяе на Р , 
совпадает и ва веек X • 

Прежде чем перейти к докаватедьстау леммы, отметим, 
что она перестает бытъ вернем, если Р просто плотно 

в X • 

Доказательство леммы 1.4.2. Пред¬ 
положим противное; пусть непрерывные отображения 

X . у , совпадающие на Р я пусть (^) -ф Д ^^3. 
Положиы ± • Одна не 

точек ^ Уі <’<^лвдаот оіфествостью, не содержащее дру¬ 
гой; пустъ 








ва^двтся такая окраотвоота 


В сиду вапрарывноств 

ІЛСоОэос • 

а) ^ ѴіУі)- 

^х>иа того^ а сяду г «пдотііості Р ваюдатоя такая точ* 
ка ё Р ш что 

С'з) ^ б С/С^^ 

я что для лИЮв окрастиоста С/Сг) точка ^ 
осе 

По усдэвав 

Гг) ^ 

Ив вытѳкаат, что 

0>) ѵг і Ѵ(Уі) 

Ооотношаава сокааываат, что Ѵ(^і) явіідааж 

окраствостъю точка иг ; • сяду вопраривносші ва&* 
датся такая окрастаостъ , что 

г.) ^ Ѵ(/^') 

9» (</) ж С?) вытакаат» что 

В оротаворечва с соотношенаам ("І) • 



4 Систіііш цйожддіа. іааі товодорм> 
чаізсао_дроі;ураііства . 


вожіфв Сі/{ст«ну аінокіюта ^ мы рвссмжтржваѳн как то« 
подогтскоѳ дростраиоѵво Г^З (а жиевао 7^ «вроотрааот- 
•о), аадаа а сзад^г»щу» баау •' любого ко* 

ночного нноквстаа Г водсастоку СР^ всок 
нн’жоста аа .5^ • содоршндах а качает во водішокаст* 
ва, нааовам вваімитарвой отщзвтоД а отвесам к баао 
Открытой додсастамоі а 5^ счатаатсд» такам обрааом^ сум¬ 
ма адамантарнмк открмтмх во дебетам* Прямо# прояаводоаао 
сіістам мноіі^ств /да, также будок рассматрявота как тово- 
догачѳско# вростравство (как товодогичаскоа дроявва^анва 
топодогвчѳскад вростронста) • Эланонтарііыма открнтішж мво- 
жѳетаана а нааовам всякоа множество ввда. 

(Р X ... СР • Зсякоа охкрмтоо додмножаство . 

7^і > яаяватсв суммой эдамавтарамк открм- 


ІЫХ. 




Тон. 


Ікохастао А ^ гл тодъко а том случае является 
точкой врало ем ода над для подсистеші • аслв для 

каждого ковочного мвохаства Г ~ X найдется тахоа мво- 
жастао 2 € ^ • что Р^ 2 I осла^ а частностію 

состоят ав аланетвамного мнокастаа 2 » то X является 
точкой пракослоаавяя а том я толі^ко в том случаа^ао- 
ла Х^2. 

Множество X а том я только а том случаа явля¬ 
ется точкой т- арлкосноаавія для подсястамв ^ • 







90 ЛШ ДЛЯ каждого ковачиого іівокостаа - X ваі^датоя 
такоо ііноавстао ? ^ 9 ЧТО ^ ^ X • Зсип^ 

в частвоств» всаа мвожоства жа коввчвк, а У очатво» 
то У тогда я только тогда является точкоі Т -прлкоо* 
вововия для ^ 9 когда X остъ суішв мовотоьво^яоараста*- 
аща8 ооследовата львості вісжаста жа ^ • 

ОтоОрашіваа ^ прякого орожавадавкя систаіі іюоаѳстя 
5^ X . х57п а састаау квожаотв назнааатоя 

коаотоввші. осла жа У^- У( Хі ^У/С^--ь Л'У 

аытакаат,^что Ал) 

Пусп ^ - отобрапшв ■ Т'^ Ояд}ш- 

щиѳ чатвра ложны ^ставааляжают рад сжоЗста такил отобра* 
жавяД. 

Лайма 1«5Л« Лслв ^ жаврорыжво» то ово мово- 
тонво* 


Докааатальст во. Леля Хе ^ У/ ((^ .уь) 
то всякая окраотность точка (Хі^. у Ул) 
содаржжт точку Хі) е 5^ х. тогда, а 

силу ввпрарыжноетж, всякая осраствостъ 0 ^ 4 ^ ^ Уп) 

содоркжт 



Л а ы II а 1.5.2* І&слв вса ивэсѳстяо каждое жв сястам 
, ковачші ж ^ ііовотовво, то ош> вапрарывво* 


Докааатальотво. Пуста / (Х±). у ^уі)- У 
Так как уХ/г • конечен» то прямоа врожввѳда» 

вжо '* ■ ■ ■'*■ еРхп"^ овр«»>« оіфаствоста точка (Х^> уХ») 









в 0^ V • . • X • в вгду мо]^9оввоотж / , ямя 

X I ^ у' /Хг^ /’/г^^ 

^СЯКОА ТОЧКІ ()( І , у ^ П ) ^ (Уу^л ■ 'X ІУ^ вмжѵ ивою 

/ (Ул* ^ Хи)р У'. Поэтому, каково би нв била окрест- 
воет» 26 ^ у , всегда ^ ^ , ,у ^) 9 ТУ 

'^рм 27СМ~\ ш обоввачвн систецг всех подшомста 
ивожества м • а чараа ТГ СМ1 сгстаиу асах ковачшіх 
подмножеств М * Си стана явхватся Т-шя09^ 

М08 в 5Пг М7 . 


Лемма Іеб.З. Пуст» 7 то¬ 

го, чтобн ^ было іюпрериввин* необходвмо я достаточяа» 
чтоби для всякая X ^ ^ Мі. ^ у ^ внполвялос» 


равеаство«. 


с<) /{Хі,-,,'Хн)= 

О, іУіу, 


у 

Докавательство достаточмо- 
с т ж. Пуст» у Ууі)- у • Рвссмотржм окрест- 

воет» С? ^ У • Пуст» . у ^ЛУ- 

3 СдЦ|у равенства С^) для каждого С < -Л ваАдутоя 

О'Ѵ , что 


такие ковбчние 


• Подожям 

/ следовательво 

/ ^ X • ■ - X (Р(^^ с 

прячан 


Ѵорда 
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Докааатвлъство ваобходано- 
ста. В СИД 7 лѳиіш 1.5.1 араваа частв ревавотва (і^) 
содѳрввтсв в левов. Пусть теперь Подо* 

ква Р ' '{Оі'У щ рассвотраіі ^ ^ 

сиду вепрврнввоств.^цествуют таква - ѵ ^ 

что^^ ...X с ; отсвда 

Лемма 1.5.4. Пуотѣ 5?Г- 0=^, ,,^) 

тогда есдв ^ вапрернано. то его ііовао врододжвть а врв* 
том едвастваввми обраеон до ііепрарываого отобратввв 
прямого проиеведевав М^'] л ,.. ^ 

Докаеатадьотво. Половам 

С-х . •> Л . 

В сижу демнм 1.5.3 отобравевва ^ вепреривмо. в св^^^ 
леммы 1.5.1 оно совпадает с ^ на коаечвнв ыкожаотвав. 
вдвнственность прододженая вытекает ве демм 1.4.1 в 1*4.2. 
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і б. Двіма и» аДотрмане» теоми 

миоиеот» 

С 


БОГДАН рассматрвваФъ ііііоввотво^явдвжщжеоя водмножв* 
стваіім некоторого ііноквстм (Л • Разность ІЛ^А бу- 
дан обоаватать А • 

РоаодьаовтоД пари ішожаств отвоситадь- 

но вари ввоваств М±, вааовев ннохастао 

/ Мі, Мі ] - N /<») ^<4 л к») ^/(Кі 

Заматвв» что рааодъвавтв пуста тогда ж только тогда* ког* 
да вара К^, отдадяат вару И4, Мг ■ мвожаст- 

воі І^і. ? І^і ваавііво доводвктвііыш, 

Ріссіютрин вршюа вролзвадавжа Ы ^ (Л • Бго оодмво- 
ааства будем вааыватг вдоскжші (а водмыохаства Ы «жв» 
ваЗвымм)* Есдв Е «»пдосхоа ннокѳотво, то вроатріеі Е 
(на ось ордвват) вааовов дгваввоа внокаство всех ^ 
два которвк су част іу от такой ос^ (Л , что Е 

Проакцщв Е обоаначжв /7р Е • Плоское ннохастао всех 
дар оі) 6 ІЛ ^ ІА вааовен диаговальв ж обозвачжи че« 
рев (і • Два любой аарв Е4,^ Е^ плоских виожаств по¬ 

ложив: 

С)СЕі,Еі']- І]р (ЫПЕі)'^ ПрСо^пЕц.) 

Плоское внокаство всех пар ^ (а( ^ (Л• ДД* кото* 


( 











рмх СС-э^о (иначе ШгОжвотаа ^осо'^'кЫ ) обоавачян 
V • Пусть Е і, Е* - паре плоских іюокоств и А? 

' ^0 ^ ^ у 

- пара дива&вмх иаохасти* Еааоваи эдѳііевт се ІА 
воиароіі вера (1^1) отиоситвльво пара ес¬ 

ли 

к,-ПрСе,п\/,) 

Кі^Пр (в,лу,) 

л е в в а 1.6.1. Ісуіи с - вовар (К±^ Ю относи- 
І^ЛЪВО (^Е Е^) * то 

с ^ к [к„ к,/0св,,е4, С>се,,е.л. 

Докааательстао* ІІорут представитьсв 
следушіве четаре воавожвости 

4 ) С ^ Кі ^ Кх 

€) се Кі^Кх 

г) се Кх^К^ 
ч) Се /^4 V^ 

Если ивеѳт весто случай I) или 4}» то утверкдевие дев- 
вы очеилдно. Расовотрав сдучай 2). 

" Так как се К± » то се Пр (Е і 

(с,с)еВ4, с е Пр(о<^Е'і) Т« как сё кі . «» 

^ сёТ1р(с^Ец). 

Поатоа; Пр (.(АпЕР^(<^п йг) ^ О Ег} 

Оковчагельио, 

с« Оі '^Кі [Кб, ч/ ОіЕі,ЕіХ 0[Еб,ёіі] 

Случай 3} раабвреетол аналогично. 






' 91 - 


і 7. Сушвствовашіе э<*<!»ктивуо веотдедлцой ааш 
неперасекаюи^ихся ца ;іад.іл?^и|Р ^ іг ляоваста 

Тва^ъ ни приивалм рѳаудьтат врвдыд^щвго параграфа 
к тоі^^ сдуча», когда (А есть ватуравьвнв рад. Пара 
М,, А/г дввѳяішк авояоств ьааыааетса эффектваво 
ваотдедиіюв отвослтедьао пари і ^ пдосішх 

ынокеств, кодь скоро существует і^ичисдииая фувкцвв^ • 
обладающая сдедующвн свобствоа: есдв с есть ыои9р(/^^^ 
отвэсатедьао (Ві, В^ . в пара К% отдедяет па¬ 
ру Мі, Мі, • то сс) ^ 1<і и 

Лемма І.7.1* Пара 

ОЕЕ^,е,-) 

вффехтввво неотдедшіа отвосятедьна 

Д о к а-в атевьство* .достаточно подохвть 
{ос) а ос , ИеВствйтедьно, есдв от- 

делам Мі, Мі . те 

Поэтому есдв с - номер {Кі., относитедьво 

(^Е ±, Еі) • то по Демме 1.6.1 

^ ^ ОСЕ^,еі]] 1^» 

Пусть Е -пдосвае мвохество в /< -двве^вое нво- 
зество. Номерѳн К относитедьво Е вааовеа всякое чвс- 
до И • ддя которого 

К--Пр(ЕпУ^) 
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Л в и 11 а 1,1*2» Дда всякого яерочвединого вдос- 
кого ішождстаа с^июств^от пщт Е оерочможк- 
іш ояоскмх ішоаѳста а вачасдвиая дя^гімстііад ($унхдяд у 
обдад&ішцво сдвд^щам своаствоа: оедж и оутъ 

номера нноввотв кі я отноодтолвво Е ^ то 

равно номар^^ (К,,Кі) ^ отиосятодыю {Еі,Еі). 

Докааатадъстао. Раосмотркіі додустд» 
моо (( 2) взадішо однозвачноа соотвагствда наяду 
Ш /\/*^Л/ѵЛ/-{'(Ѵ^> -о»» задаотсд тренд вычас- 

димшін функіівдіш: 

ос 

■Х-іСіг)-/ 

I качества вовьнам иноаастао асах тахях 

пар ^ л/^ , ДДД которых (5<:^ (<:), г) 6 в 

в качества воавиан Ко- 
Есдв 

к, (ЕЛ Х,) 

ПрСв/^Ус,) 

к, 

Кі_- ПгСЕі л 

ТОК. что ><-р(С±^ (^ 2 .) явдяетсд воіюрон ( г^і) отяо- 
Сйтаяь») 

Ладна 1.7*3« Какова Он на Оыда вычисдаыая ву» 
иарацад саст^ві сг^Іь/1 всех перечведаннх поднножеств 
Д/ • судвствуат аффактавво^ваетдеданая отвосхтадъво 
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этой вумврацві пара ішожѳсті ^ • где /И^ 

не аврвсахаются и каждое іа вдх яадяѳтоя раево отъ» двух 
перечясдвішх кі охеств* (Опредедеввя вижясд/.мой вумерацжх 
ш э^іфектяавой вееждеяимоств см.Заѳденхѳ» і 2}» 

Докеаатехъство* Пустъ ы •аычисямііав 
вуііераивв в Е *>соотаетствупаіае уияверсаябяое иновес?* 

ВО* Иоот.омм согяасво дамве 1*7.2 ввчисдямые внэхества 

Еі, ш Ві ш пояохиш 

М,--0[^ьБ.З 

Очевидно, каждое Мі есть раавостъ двух аеречасдяюіх мво» 

жеста* Иокахем, что пара еффективво веот* 

дедхма относительно нунераихв ^ • Гействятельво, пусть 

X суть номера шірѳчисдиішх выохѳств Кі. ш , 

отделяюсшх Мі.ш Мі т По леішО 1.7*2 ^Ссі,Сі^) есть 

номер І^і) относите^іЫіо (• По лемме 1^7.1. 

' " ^ г,)) г і)Кі ^ 

1т7і4^ Итак, по иЬмерав аффективно находится 

точка, лежащая вве 

Лемма 1.7*4* Какова бн нх была вычислимая 
нумерація системы Г* [ІѴ] всех деречлслимых^Шожаств^ 

суо^ствует э^..фективво неотделиіюя относитедъво этой вуііе* 
рации пара нѳиересекаащихся перечислвшх множеств 

Докааатеяьство* Восвольауеиоя еле» 
дуещай теоремой П. С .Новикова; если нвохестаа М± • Мг 
не верооѳкамтси и каждое ив них есть рааьооть двух пере» 
числимых, то пару Мі^ можно отделить пирой перечне» 








диішх ііыояѳств* Дхд докаватѳд^стм дѳшш 1.7.4 вужао 
11р/.шш17ъ эту теорему к миожестван М-і ж Мі • укаааа» 
ньш в деішо 1.7.3 в заметить, что асакая парей инокеств, а 
отделяющая в^^жгшьгочажо^двшлыут дару, сама явдяетоа аф» 
фемтівно-ввотдеЛИМОЙ• 

Следует отнетиті», что достроенная нами еСфективво ве» 
отд^лгмая дара перечислимых множеств совпадает с той да* 
рой, которум П.С«Вовиков достроил в качестве вроото не* - 
отделимой. Таким образом лемма 1,7.4 может рассматривать* 
ся как доказательство эффектизной неотделимоств пары, по* 
строѳввой О,С,Новиковым. 

3 главе Ш будет доказано, что система перечиодиммх 
подмпожѳств вроиаводьиого оеречислиік>го множества облада* 
ет глазной нумерацией 1*го рода. Сочетал этот результат о 
леммой 1,7,4 а соображевиямв в, 8 і 2 Введения, получаем 
следующую лемму: 

Лемма 1,7,5, Существует еффектввно неотделимая 
(в абсолютном снисда) пара непересекающихся пѳречислимнх 


мьокеста. 




гшислшші ошЕРдцп 






Содержание Главы Д в освоввон ивдожево во Зведѳяиг» 

§ 2, п«п« 3-5. ^ 

3 І 1 рассматриваются частичвые отобраѵеавя 
т • где ІГ- система всех подмвохеств ^ • Среди таких 
отобравевяД выделяются, согласно п. 3 $ 2 Заедания, вы- 
числиіше операции. Кроме того, в $ 1 вѳ основе сообраке- 
няй, отличных от иалояѳнвых во Звѳдения, но также доста¬ 
точно наглядных, дается другое определение вычислимых 
операциі (*вычгслиыыѳ операции в нормальной (^ізрие*}. 
Устанавливается эквивалентвостъ обоих определевиЗ. В $ 5 
дается еще одно определение вычислямоі операции, основав- 
ное на идеях А»Н.Колмогорова. 

С помощью допустимых отображений определение вычис¬ 
лимой операции переносится на другие пространства конст¬ 
руктивных об’ектов (конец І 4). В частности, возникает 
понятие вычислимой операция в ^ * Независимое опреде¬ 

ление этого понятия, развивающее векоторне идея Доста, 
дается в І 6« 

В $ 2 шіясняются взаимоотвошевия между вычисдиішми 
операцияив я в|ічислимымв (частично-рекурсивными) опера¬ 
торами. Ѵв^мавливается в частвостя (теорема 2.2.1),что 
оператор, действующи^ на арифметические функция, тогда 
и только тогда является вычислимым (частично-рекурсив- 
вым), когда ов совпадает с вычислимой операцией, дейст¬ 
вующей на Г|щфіікн этих функций. 

В § 3 с помощью вычислимых операций формулируется 
определѳвие *саодііік>сти по перечислимости*. Обнаруживает¬ 
ся, что определения сводимости по вычислимости и своди- 






МОСТ! ПО раорошммоотн^ ІІогуѵ быть давы в тармииах ово* 
димоств во ворочвсдиііоств. Устанавливается ряд свойств 
этих сводимостей, 

3 І 4 устававливается ряд свойств вычислимых опера¬ 
ций, Доказывается, что камдая полная вычислимая операція 
может быть представдзва в виде суперпозиции яекоторюс 
"элѳмевтарных* вычислимых операций. Устанавливается, что 
применение вычислимой операции не повышает проектявно* 
рекурсивный класс мноиества. 



і 1« Определение вычиодиіюй 
опершмн. 


Систему подмиоиѳстн пространства ^ 

обозначим череа Будем рассматривать частичные ото¬ 

бражения 1/^ в себя, а также частичные отображения тео- 
ретшсо-множѳствѳнноЯ степени 2/" ^ ^ 

Обобщим приведение во Введении, $ 2, л. 3^опре¬ 
деление графика частичного отображения на случай теоре- 
твкѳ-мвожественяой степени* Учтем при этом, что обраао- 
ваняе множества конечных упорядоченных, строчек и взятие 
прямого произведения не выводят, согласно § 1 Главы 1, 
аа пределы ^ , Иы подучим следуюідве окончательное ов- 
редедение: Графиком частичного отображения ^ степени 
• Ѵ' называется подмио«ест^||^^^1д 
ющим правилом: элемент 4і(г ^ 
принадлежит ж (т ^ , когда 

1) й имеет вид 

2) все ((-і,- ,€) принадлежат 
(см. $ 1 Главы р; 

3) Строчка множеств 

- множество жомпонѳат ^ , прлнадлежвт области опреде- 

дѳиня 

Заметим, что заданием графика, мы падностьв определя¬ 
ем значение для любого набора конечных шожеств 

У принадлежаіщвго области опредедеяня ^ 

Действительно, пусть • • ѵ ^ У) иолокиы 


кдаваемое сдеду- 
тогда н только тогда 


(со) 

I 

У 









-Юо-' 








Тогда 


(Х^у ^ У^) 


остъ совокупность всад таких ^ « для которых 

<%>-• <^^Уф^04 

Пусть теперь / непрерывно (е смнсде І 5 ГІавы 1} и 
область определенна ^ ость прямое произведение 

где Мі,' у - подмнокества^ • В этом случае, в си¬ 
лу предыдущего замечания я леммы 1.4.2, отображение 
полность» опредедыѳтся своим графиком. Значение 
Где 3±^ 3^ ^ может 

быть наідено во сдедуащяк образом: элемент ^ 

тогда и только тогда принадлежи» ^ СЗ^у ^ 3^}^ когда 
существует такой принадлежащий элемент 

н^^9^ которого 




Сформулируем еще рав приведенное в п, 3 І 2 Введе¬ 
ния определение вычислимой операции, несколько уточнив 
его применительно к рассматриваемой ситуации. Именно, вы¬ 
числимой Операцией ( 4 «местной) мы назовем всякое не¬ 
прерывное отображение / пряного прояаведения 






-/о/- 




I 1/ 9 ДЛЯ котораго миохѳстіп 

суть парачисдмына ивохаства. Есдм Мі- -- ' ^ , 

то вычисдиііу» ооѳрацмю іш вааоваи водно2«говарад» будак 
обовначать пряшшв ароанснынн датвнскими букаамн Л/^ ••• 
Звчнсдмііая опарация^ таким обравом, полностью опрѳдаішііТс^ 
ааданиам своаго графика в нноіьастя Мі^ -ѵ . Прв ' 

выбора миохаств Мі^ - у может быть додуцав яаваст- 

внй проиавод, как докааываат сдадуюцая теорема* 


Т а о р а м а 2*1.1* Для всякое і^-наствов вы* 
числимой опарадкж я всяких парачисдимых в мио* 

кѳств Е сущаствуѳт вычислимая операция V, 

являющаяся отобраканмам ^ . №.7 . 

5Г:о7 И такая, что для всяких 3^^ Еі, . ^ 

Е ^ О из исзі ) • у іЗбП^КОЧТ 


Докааата льст во* Рассмотрим парачхсли* 
моа мнокоство Н всех элементов вида 

у. < X » .,. X ‘Р > . .. ^ X ^5^» </>, 


где >-'1' і Ві и у (г О. 

Паресѳчті Н с ; аодучоваоа даречисдииоа множа* 
ство Н п есть график одарацин , обла* 

дашцвМ^буемыми свойствами* 

Смысл теоремы 2.1*1 может быть доясвав ва следуюцам 






примере. Пустъ мы рассматриваем вычислимую операцию» пе¬ 
реводящую подывокѳства ватурадъноро ряда а 

подмножества Л/ • Теорема 2.1.1 покавывает» что нам 
нет нужды привлекать для опредедення этой опѳрацяа какие- 
либо элементы , отличные от элементов >Ѵ ; мы 
вправе рассматривать такую операцию (поскольку мы инте¬ 
ресу емся ею лишь в примевенжи к подмножествам Л/ } как 
отображение У^А/7 ■ 

С другой стороны» И8 тѳореіш 2.1.1 вытекает» что вся¬ 
кая шчйсдимая операция может быть продолжена до подвой 
вычислимой операции, являющейся отображением всего 
в 1/ . 

Эвристические соображения» приведшие нас к сформу- 
дироваяному выше определению вычислимой операции были ив- 
в п. 3 і 1 Введения. Воаможен я другой подход к 
определению вычислимой олераіція. Мы иалсиким сейчас этот 
подход я вривѳдем соответствующее определение» которое» 
как естественно ожидать» оказывается эквивалентным 
прежнему, 

Вычнсдііі|щ& операцию (для простоты одноцветную) V 
мы рассыатряваем как результат і^ё^^ождающего процесса» 
который порождает нножество , отправля- • 

ясь от эдѳмѳытол множества 3 • Этот процесс можно мыс¬ 

лить ресчлененным на отдельные шаги; на Уі -оы шаге 
применения процесса к эдѳмевтам конечного множества, 

Сі ^ 3 • взятым в качестве исходных данных» 

"порождается” некоторое конечное множество Р эдѳмея- 




ТОВ И8 ^ • Это МНОХЭСТВО я эффоктвзво находвтоя по 

(5 и /г , так что Р - • где ^ - 

вычзсдямая (пока в Ентунтвввом пониманяв) фумкцяя* Прв 
этом 

Ѵ(0)^ і/ 

Ѵб)=0' ѵ(0 

0,-3 

Уточняв этя интуятившіо сообрахѳвжя. С этоб целью 
пѳребдек от ковѳчннх іівожеств Р ш Р к их продета- 
вятѳдяіі - эдемѳнтаіі ^ и р ив « Рассматрхяа- 
ѳтся вычислиііая (в точном смысле $ 1 Главы 1) функция 
• определенная в множестве пар >*ДО 

^ ^ ^ Уіе І\/ ш привммающвя ввачеви^ ив 
Задается перечислимое подмножество М- Функция у' 
определяет отображение СМ^ в "1/ , вадаваемое 

формулеб 

V. ао-- іу и к^іьп)) 

2^5^' п ■ 

где 2 • множество компонент элемента ѣ Так 

построенное отображение является шічисдимоб опе- 

рацяеб (ибо легко проверить иепрѳрнвяость отображения 
и вычислимость его графика)• Задание одноместное 
вычислимой операция в виде мы будем вѳвывать нор« 

ѵалъной формой этоб вычислимой операции. 

Аналогично определяется нормальная форма -мест¬ 

ной^ вычислимой операция. Рассматривается вычислимая фушс- 
ция І' щ опредедеввая в множестве наборов 




-/оу- 


С ? " 'У 


где 1^,^ 6 ^ С('і^ -у ^), ^^Л/, и пряии 1 Ш»Щ|Вя зваче* 

ВИЯ иа ^ т Задаются пѳрѳчисдиішв ішожѳства 


М±у у • расположенные а ^ . функция у 

определяет отображение прямого произведѳвия у ^ 

Тіип^ ■ 

. гг • задаваемое формудоВ 


Легка видеть, чм 


Ѵк 




есть непрерывное отобраненме 




? 


- вычислимая 


с перечислимым графиком, так что 
операция. 

Еокакем, что всякая вычислимая операция может быть 
задана в иормальвоВ форме. Нам понадобится для дальнеВ- 
шѳго даже более сильное утве|ждение, которое мы и дока¬ 
жем ниже (теорема 2.Х.З). 

Строчку . І’ле с- 

Уі в Ы назовем правильно В строчков ранга -б . 

Функцію у , опрѳ делеиную в м’окѳстве всех правяльвмх 
строчек ренга 'С и принимающую значения из • 

назовем монотонной, кодь скоро она обладает следующим своВ< 
от вок: веяв ('^і ,-у %'е ^ У^') ■ ѵ " 

правильные строчкк, Пр<4ЧеМ 

^(%"с)^?(^'с) 6--Ѵѵа 


п"^д' 


то 






-/оГ- 


Теорема 2,1*3* Всякая ^ • местная ш* 
числимая операция* допускает задание я во|жалзиоб форме 
\/^ где 1* • вмчисдимая монотонная функция, 

определенная на воем множестве правнліных строчек ран¬ 


га 




Доказательство. Пусть мест¬ 

ная вычислимая операция, и (х у - ее графік» Посколь- 
- перечислимое множество, то оно переаннтыва^ 
ется (см. { 2 Глава 1} некоторой шчислимой функцией оС . 
Зададим теперь иокомув функдв» ^ следумщим образом. 
Берем правильную строчку у^') и рассмат¬ 

риваем следуюідяе элементы графика 

<^(0), о((і) о(С>^) 


имеет вид: 


Пусть 

Воле 25 ■ -ѵ ^ 




ТО назовем ^ отмеченным. Пустъ среди ^ 
отмеченными по порядку оказались следующие элементы 


(и) 


У 

Тогда полагаем 

Если отмеченных элементов нет, то полагаем 

X А 

Легко видеть, чтО тек построенная функція ^ удовлетво* 
ряет требовавялм неОоемш 2.1.3. _ _ „ __ 
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5 Свяаь с вотисдиіШііи одвратораші . 


Т ѳ о р • и а 2«2«1» Оператор •дереводявціВ вся- 
квВ набор арифиетяческвх функций - ^ от 

уиі арр^наитов соответственно^ в /г - иастну» 
арвфмѳтвтескую функц» у ■ только 

тогда является вычлсдишш (частичво-рѳкурсввнш)» когда 
существует такая вычислимая онѳрацвя » что 

лі) ' ^Ч'і) 

где черев Сг-^ обаавачается графах функция 

Прежде чем пѳребтв к докааатедъству» аамѳтин» что 
в сиду теоремы 2»І«1 мо^і^во считать, что является 

отображением 

Докаа атедь ство, 
вычислим. Оператор Р зададим, согдасно § 1 Зведевия, 
с помощью правил вывода, поаволяющих иа система верных 
равенств вывести все верные равенст¬ 
ва Построим опередив , ука¬ 

зав ее график Оу • Чтобы сделать более наглядной 
идею докааательства, будем считать /= - уь~ і. Отнесем 

к графику Оуу дсякий элемент вида 



Пусть оператор Р 


для которого 







-/0?- 


. 1) Каждая компонента 
ймеат^ вид 

2) Равенство 


С^і элемента 



выводимо И8 равенств 


Ч'А і^кУ-у-к 

Очевидно, \] н есть искомая операция* 

Кустъ теперь для оператора Р существует вычисли¬ 
мая операция \7 , обладающая свойствами, укаеаяныиш 

а теореме* Покажем, что в таком случае Р - вычислимнй 
оператор* 

Рассмотрим перечислимое множество — 

графіх Х7 * Каждый его элемент имеет вид 


Очевидно, ѳсля 


Ол) 


^ (ОО) 


х/ 


(причем 


то ^ ^ р рСѵ^-ІУ ѵУ^ 

всякий элемент (г может быть так получен). 

Рассмотрвм какое-нибудь допустимое отображение \ 
натурального ряда [V на ^ * Череа ^ обоаначим 

прообрав элемента ^ ^ прм этом отображении, че¬ 

реа М ** полный прообрав множества М ^ 



и/ (оо) 

Напомним, что под г понимается подмножество 
, состоящее ив всех элементов 

для которых все Оп: ^ Р 





Рассмотрин мішѳство 0-^ ^ всех наборов нату¬ 
ральных члсѳд 

РАі) 

для которых 

<^А(рі )'> ^ 6 (у0 

Очевидно, если 

(/і ^ Р^+^) ^ Сг^ ) 

ТО ^ (г{р , Тде Р С^'і ^ ) 

причем вс^В элемент ^ мовѳт бытъ так получен* 

Дустъ вообще, /\ - производъваѳ перечислимое 

подыиоаэство .а - подмножеством/\/ 

Отнесем к мійжѳству [~^ (асякое число 
ре-^й для которого найдутся такие р^б В^у ур^(гВ/^ 

что ( Рі,..ѵ Я , П-±)е А Обоеначин ^ X, 

квааихарактѳристичѳскЕв функция (см* Главу 1* $ 3) мно- 
жествД Г^; >§)‘ак как /1 перечислимо. 

то 2^ вычислима* Очевидно 


Это равенство аадаѳт частично- рекурсившіі опера- 

тор вврвводяащВ ^ X 

(фушщв» X считаеы фиксированной}. В нашем случае 

Ч'- С’. Г(АЯ,,..,В,У-'&^ 







Поскольку (г^ дерочмсдано, то его квазихарактеря» 

стичѳская функция вычислима. В силу лемм 1.3.3 - 1.3.5 
суііэствует частячво-рекурсиввнй одоратор , дер еік»» 
дящяВ ..в квазихарактѳристЕчаскую функцн» 

я частично-рекурсивныВ оператор , переводящвй 

квазихарактерястическую фумсця» ъ кр . 

Суперпозиция операторов Гі^ Рз и даст искомый 
оператор Р^^ 

Т в о р в у в 2.2.2. І^оть УС • Произвольная 
система конечных наборов непустых подмио* 

хоств натурального ряда ( ■€ фиксировано) я 

произвольная система непустых подмиохѳств натурального 
ряда, для того, чтобы отображение системы 

в систему ^ можно было продолжить до вычислимой 
операция, необходимо и достаточно, чтобы суіцвствовал вы* 

числимый оператор Р~ , обладающий следующим свойст* 

*/ /у 

вом: если перечитывает і/^ пересчиты¬ 
вает Кі,- -;, П пересчитывает , то 

ѵр- пересчитывает ^ СК^> - у ) 

Доказательство мы проведем для случая 

Необходимость. Пусть ^ продолжа¬ 
ется до вычислимой операция \/^ • Согласно теоре- 


Напомвии, что согласно $ 2 Главы 1 функция у пе¬ 
ресчитывает м , если у есть отобраяевие Л/ 

нл м. 





не 2.1.3 првдставии V ■ нормальноб форма \/^ , прічам 
считаем, что удовлетворяет всем условиям теора- 

МН 2.1.З. Вместо того, чтобы строитъ оператор ^ «мы 
согласно теореме 2.5.І будем строить внчисллму» операцнв 
, дереводящу» (ту. в • Эту операцию 

Х_7 будем искать в вормальвоб форме .Задача, 

стадо быть, свелась к тому, чтобы ояредалить функцию ^ 
функцию мы определяем только для таких пра¬ 

вильных строчек п) • у которых (р имеет вид 


Для всякого такое строчки определяем аначевие 
сдедуюацім обравом. Вычисляем ^ для правильных стро¬ 
чек 

С<Ус>,0) 

щ, • « ».- ' - - 

2сли для каядо^^ не строчек , С) Со^і<Уі) множест¬ 
во компонент ^ О пусто, считаем (ф'у У') 

не определенвоб. Цусть у' - наименьшее чисю, для ко¬ 
торого множество компонент непусто (в силу 

монотонности ^ ато множество непусто и для всех сле¬ 
ду акщх • Пусть 

Полагаем 


ѵ. . ^4 ^уі-У'-і '> < ь,мУ>> - ; ІГ 1 .. І 

- .' ■ " • ■■ ■ " ‘ ^ 
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Есля рассмотреть теперь вычисдяную опѳрадпо \/^ • то 

как легко видать, ома переводят графикж функцій , пѳречм« 
тывающях додмвохѳства , в графики таких ке функцій» 

Ие того, что ^ задает операцяо \/'^ , явдікмт 

прододжевяѳм ^ , зытѳкает, что если пересчитыва¬ 

ет мнокѳство к іЛ , то прянеіхя Ц, к графику у . 
подучаем график функции у/ , пересчитывающей некоторое 
подмножество /\ ^ . Ие того, что ^ мовотоима, 

вытекает, что 

Достаточность» Пусть существует вычис¬ 
лимый оператор р' , обладающий указанным я теореме 
свойством» По теореме 2»2»1 ему соответствует некоторая 
вычислимая операция \/ , переводящая (ту/ в ^і^сч') ' 
Операцие О-у , являющуюся продолжением отоброяеввя ^ ^ • 
строим, задав ее график » Гра<|«х (ту защается так: 

эл^вит <^^-1 > - - тогда я только тогда привадле- 

кят (г у/ , когда существуют такие числа ^ 

и элементы что 

1} каждое Вс ; совпадает с некоторым х . 


2 ) << » 

принадлежит О- у* 


<С^ гуі > <^». 


( 3* Сводимость . 


Скажем, что множество Я ^ ^ сводится по перечне 
димостк к множествам Зі - - ^ ®®** существует 
такая -€ • местная вычислимая операция , что 


В следующан параграфе будет показано, что супѳрпози 
цня вычислимых опарецві есть снова вычислимая операція. 
Поэтому сводимость во перечислимости транзятнвва 
(если сводится к ' «?і ? ѵ ,8 каждое Лі* 

сводится к 3 3^^'^ «то сводится к 

Следующая теорема является непосредственным след» 
ствием теоремн 2.2.2. 


Теорема 2.3.1* Для того, чтобы непустое мно 
жѳетво Е Д/ сводилось по перечислимости к непустым 
множествам - /1^ ^ необходимо и 

достаточно, чтобы существовал вычислимый оператор, пере¬ 
водящий всякий набор функций • пересчи¬ 
тывающих, соответственно, множества ^ • > 

функция , пересчитывающую множество /? 

Говорят, что арифметическая функция ^ сводится 
по вычислимости к арифвютическим функциям • 

аедя существует такой вычислимый (частично-рекурсивный) 
оператор р , что 
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Ма тѳорѳші 2.2.1 вмтѳкавт саадушцая уаорама 

Теорема 2«3.2« Ддя того, чтобы арифметиче¬ 
ская функция сводилась по вычислимости к арифме¬ 
тическим функциям $ необходимо и доста¬ 

точно, чтобы гра(|ак у сводился по перечислимости к грат 
фикам ^ 

Говорят, что мііОивство Р^/І/ сводится по разрешимо¬ 
сти к множествам (2^ - Л/ ^еели характеристи¬ 

ческая функция множества Р сводятся по вычислимости к 
характеристическим функциям множеств 

Теорема 2.З.З. ДіКі того, чтобы множество Р 

сводилось по рааревшмости к множествам » _ 

необходимо и достаточно, чтобы каждое из множеств Р ж Р 
сводилось по перечислимости к множествам (р^ 

0 1 ) ■ ■ ' ? Яс. */ 


Доказательству теоремы 2.3.3 предпошлем следующую 
лемму. 

Де мне. Пусть М - подмножество и 

^ • характеристическая функция М • Тогда график 

функции X сводится по перечислимости к множествам 
Р ѵі Р , а каждое из множеств Р и р сводится 
по перечислимости к графику . 

х/ Здесь символом ^ обозначается дополнение М до 
того пространства , в мотором расшложево М • 
так что р- 






Докааатѳдьство лапин. Обозна¬ 
чав через О 2 ; графік 2 в докажеи, что (г^ сво¬ 
дится по пѳрѳчксдвиоств к М (остадъвые два утверж¬ 
дения доказываются анавогично). Нужно построй^ вычисдииуо 
двуиѳствую опѳрацв» у » переводящу» М,М в &х 
Зададим \/ в нормальной форме \/| • Для любой правиль¬ 
ной отрочіш (Ѵу Н • РД® о^е УI 

01^^^ <-/>^ Л/^ ПОДОЖИК ^ ( 9^1 ^ п^~ 

Легко видеть, что Ѵ-^ (м,уі)~ 


Доказательство теоремн 2.З.З. 
Необходимость. Пусть Р сводится по раз- 
рѳшямоств к (2^ По лемме Р сводится по 

перочислимостя к гра4жку своей характеристической функ¬ 
ции, который в силу теоремы 2.3.2 сводится по перечие- 
лямости к графикам характеристических функций множеств 

О-С/ лемме характеристическая функ¬ 
ция каждого из множеств сводится^ по перечислимо¬ 
сти к множествам ® конечном счете, в силу 

транзитивности сводимости , Р ^ сводится по перечисли¬ 
мости к (3^ і (3^- Далее, ес¬ 
ли Р сводится по разрешимости к , то 

и р сводится по раарешимости к этям же множествам; 
поэтому . Р также сводится по перечислимостж к 


Достаточность. Пусть __Р и Р сво¬ 
дятся по перечисли іюстн к 5^. Так 

как гріфис характеристической функции множества Р 
сводится по пѳрачнсди мостж к Р н Р , а каждое иа 





ыножѳств я ^с сводятся по перочиодявоств к грв- 
фику яаракгорвствчѳсіБОй фушщяя мповвствв » то, 

в сяду траваятжввостя, график дарвкторжстячоско& фувк* 
цяя Р сводятся по перочжсдимостк к графякям характврн* 
стжчаскжх фувкцяй кнояаств Оі,- у В свду таораіш 

2*2.1 это равносжльво сводвіюстж по раарѳшііюетя Р к 

Сдедствжв* Ддя того, чтобы пѳрачжсджяоа 
мнояѳстяб Р сводждосъ во раврашжмостя к пврвчисдв»_ 
иЬыу мвожѳств|г<ч 0^..^4*«ваобходж1Ю ж достаточно, чтоба Р 
сводждосъ по П^вЧЕСДИііОСТЯ к ' 

с Ыу С^ і) р. 

Докаватедъс тіо^ Ведя Р сводятся 

до раарешжыоотя к (р , то в сиду таореив 2.3.3, Р 
СВОДЯТСЯ по п^ачжсджностн к ^ • Доскодъку (р 

парачжсдямо, то слвдоватодъио 6 ? 

сводятся во парачжсджмоств к * В сяду транажтжв- 

востя Р СВОДЯТСЯ по пѳрачясдж постя к (2 . Об¬ 
ратно, пустъ Р СВОДЯТСЯ по перечне ди мостя к ^ ; 

тогда Р сводится по перечи едя мостя к 6^^ ф • Да- 

дѳе Р- Тр (#^]иоэ*оиу Р также сводятся по 

пережжсдмноотя к (3^ ^ % В сяду теоремы 2.3ІЗ Р 

сводится по раврвшммоств к ^ . 
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§ 4« Нвкотошб свойстаа внчисл ими^ оиарйі|і^р 


Чѳрм ^ обозвачіи систвну всах конѳчішх подішо» 
хѳств пространства 

Творена 2*4«1« Пуств - ввирарыввоа 

(в снысда І 5 Главы 1} настяч^оа отображаниа теоратико- 
иножестванное стапанн 
обладаіощаѳ паречясдинын графяком. Тогда существует пол¬ 
ная вычислимая - мастная одарацжя , являю¬ 

щаяся продолжѳвиан ^ . 

Доказате дьство* Искомая операція Л/^ 
задается равенством: 

Оі ~ 

В сиду дѳміш І.5«1 Л/ является врододкениѳіі 

В силу леммы 1.5.3 V вепрорывно. Осталосі доказать» 

что V имеет перечислимый график» Доказательство это¬ 
го мы проведем (неформально} для случая -С- 4 : порок- 

даен графим (у^ » я как только получим элемент 

порождаем в качества элементов графика (ху 


все элемен¬ 


ты вида 


где 










ь Теорема 2.4.2* Суперпоаицяе долвнх вычислж- 
ммх операцжВ есть поднаж вычислимая операция* 


Докаеатедьстіо проведем на ковкрет- 
вом примере. Пусть для двбнх множѳстж ^1, Зі 

Ч,СЗі>У^СЗг)) 


где \4, - вычислимые операция. Покажем, что V 

вычислимая операция. Неіфернввос» V следует яе то¬ 
го, что суперпоаицжя вѳпрерыввых отображевнВ есть аеіфе- 
рнввое отображѳвие. Осталось обнаружить перечислимость 
графика • Для этого вададим сдедуюцжВ эффектжашВ 

процесс, порождающжВ этот график: пересчитываем перечис¬ 
лимые множества я Сгщ н как только постро¬ 

им элементы 

я 

• - •* 


порождаем все элементы вида 
где 

все эти элементы С*) являются эле ментами ж 
всякий элемент Сгу может быть подучен таким спосо¬ 
бом. 


Ш введем сеВчас некоторые полные вычислимые опера- 
ДИМ, которые будем вавывать элемевтарнымн. 

а][ Операция \ • ^ле - перечислимое 
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подііножасіво • Каждая операція 7^ оста 

местная операция я ведается равевствон 


дяя лжбих УІ'і^ у Графиком является мно¬ 

жество всех элементов вида 


<'ЭС^> <Г0С2> .. 


где ос-і - проиаводънме эдементм , а 

Поскольку это множество пврвжисдино« то ^ * вычис¬ 

лимая операция. 

б) Одномествая операція 7^ . переводящая 

любое множество Р ^ я множество Р . состо¬ 

ящее из всех элементов вида 

<а^ >... 

где ОІ( € Р ? ^) (дустоВ элемент А также 
причисляется к Р )• График этоі операции состоит 
ив всех элементов вида 

где • Таким обравом, 7^ вычислимая 

операция. 

в) Одномествая операция 7^^ , переводящая лш- 

бое множество ^ в множество , состоящее 

ив всех таких элементов ОС . что еР 

]^фик СОСТОИТ ив всех элементов вида 







гд« ^ свопа давт с одвам яа эдаментов 

Этот графяк парачисдяіі* сдѳдоватадъію, операція 
внчя едина 

р) Дву мастная операція ^ • Реаультат (2 

прнііеяі^^ г к мноіастваи Рі> в> опрададя* 

ѳтся сдедуюцим обрааом: ^ ^ 0^ тогда і только тог¬ 
да, когда существует такой эдѳнент (К , что (Х^ Рі 
я ^0(>^ 6 Графіх Т состоят иа всех 

элементов вида 





обладающих тем свойством, мта для некоторііх і ((-Ь 
\А ^ имеет место рававство г 

Поскольку множество всех таких элементов перачислямо, 
то операція Т~ внчисляма. 


Операция 7 ” 




^ оО у 


>< Р 


навовем эде- 


нэвтаранми. 


Теорема 2.4.3* Класс полных вычисли них опа- 

( у 

раці^ есть міаямадыый класс отобрахеахй 

^ 2/" , аамквутый относительно суперпози¬ 

ции и содержащій элементарные сшерацян. 


До к ев атѳльст во* Поскольку уха доказа¬ 
но, что класс вычислимых операцій ткнут относительно 
суперпозиции я содержит элементарные операция, то доста¬ 
точно доказать, что всякая полная вычислимая ^ -мест- 
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нея операція \1 пожег бнтъ представдѳва в виде су* 
перпозяців эдѳнентарвых. к ддя этого достаточно написать 
сдедуюігіѳѳ легко проверяемое равенство: 

(т [ т« Т[т^ > \ (іІ-4) 


Теорема 2«4*4* Пустъ - вычислимая 

операция я 1^- V > у Тогда, есдн все 

- прянаддежат классу Рп ^ - Л <?/ • ) 

проѳктивво«>рекурсивнод классификации Кдини • Мостовского, 
то и Я дглжссу /?,. 

Докав ате дьство. Поскольку, в сиду те¬ 
оремы 2Л.1 каждая вычислимая операция может быть продол¬ 
жена до полной вычисдямоб, то достаточно доказывать тео¬ 
рему ддя случая, когда Ѵ * полная вычислимая опера¬ 
ция, А рае так, то по теореме 2,3.3, достаточно дока¬ 
зать, что элементарные операции не выводят за пределы 
данного проективно-рекурсивного класса. Проведен дока¬ 
зательство для операции 7^ ( остальные операции 

разбираются аналогично), Итак, пусть 3 ^ Рп • Надо 
доказать, что 7^ Рассмотрим некоторое допу¬ 

стимое взаимно-однозначное отображение Д/ на 
через обозначим прообраз элемента а че¬ 
рез Д/ прообраз множества при этом отобра¬ 

жении, Наша задача сводится к тону, чтобы доказать, что 
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можем арм этом иметь дело о вроиввольвіш допустимым 
отэбрехемиен» то в качестве такэвохю возьмем востроем- 
вое в § 1 Гдавн 1 отобракевве • Для этого отоб- 

рахевая /Іо существуют, как легко видеть, вычислимые 



обладающие еле 

/ С^) 

имеет 



Шскольку примевемне огравичеввых квавторов т выводит 
за пределы даввого про ѳктявво -рекурсивного класса, то 



Теорема 2*4,5« Пусть у’ - вычислимая фувк 

Подобные функции сунэстзуют я для вмбого допустимого 
отобраяеввя, одвако в общим случае их сущвствовавие 
требует (зшциальвого доказательства; в случае А о 
их сущвствовавие иѳпэ средствевво очевидно. 










ция, осуііэствдяющвя вааинно-одноавачвоя отображение пе* 
рачисдямого множества М на перечислимое множество 
Е 0 Отображение У стѳлеве (Г[Е])^ иГСЕ] 
тогда и только тогда является вычислимое операцией, ког¬ 
да ввчисдимоі операцией является следующее отображение 
, ГСМ] ; 

I/, ( $г)-- (V 

А к аз ате А « сгво^ - 

ГІ^ак как ^ й т ^ суть вычислимые функции и су¬ 
перпозиция вычислимых операций есть вычислимая операция, 
то для доказательства теоремы 2.4.5 достаточно доказать 
следующее утверждение: если ^ • вычислимая функция, 

то отображение X/ , переводящее множество Р ^ ^ в 
множество (.Р) есть вычисхдимая операции» Графшс ото¬ 
бражения 17 состоит из всех элементов вида 

<<а,> ... <а^>> <у >, 

таких что для некоторого У Поскольку 

множество всех таких элементов перечислимо, то ХУ - 
вычислимая операция» 

С помощью допустимых отображений V и его подмно¬ 
жеств на пространства конструктивных об*вктов (см»Главу 1, 
$2), понятие вычислимой операции естественно переносит¬ 
ся и на любое из рассматриваемых нами пространств конст¬ 
руктивных объектов. Именно, отображение теоретико¬ 
множественной степени і(яі) ^ • Т'Ссл] 

где (П - пространство конструктивных об*вктов, на- 
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зывавтся вычіісдгііОІі опвраджаЯ (а ОЪ )« ѳсда ово 
вычисляется по форы^де 

Ѵ(Раѵ.Рг)= /(ѴГ/'"(Р.,...Р€)) 

где \[ - некоторѳя вычисдиіюя операцяя (в сішсде і !)• 

а / - доп^^стиное отобракевие какого-двбо перечгсдк* 

ІЮ го подыноаѳства на (К • Э свду тѳореіш 

^.4.5 безразлично, яз какого имевво допустимого отобра» 
жѳвяя пря зтон ясходвть* 

3 частности есяв Оі. есть множество сж>в в веко* 
тором алфавите А , то возникает понятяе вычиединой 
операция в ^ . 

« 






- ДУ 


5 б. Операции Кодмогорова. 

В $ 2 Главы I ыы опрадедиди перѳчисдиіше мнокест- 
ва в как образы перечасдяиых нвожеств^ в Д/ яри 

допустииых отобраиавдях. Зозмокен и другой* так сказать* 
внутренний способ определения перечясдяішх подмнояеств 
• Такой способ был предложен А*П*КолііОгоровын; к 
его нрдожѳнию ыы сейчас я перейден* 

Через ^ - обозначин ниниыадъное множе¬ 
ство* содержаоівѳ все элементы * "меизвествые* 

^< 1 ^- V в обладающее следующими свойствами; 

а) если ^ ^ го <л >6-^ эс*,] 

б) если [р^±г -бе 

то ^ . 

Множество ^ естественно назвать совокупность» 

"полиномов” от над Злѳмен- 

ты [ос обозначать так; 

-у - Если заменить 

элементами Оі±^ * то каждый элемент Д' 

/ переДдет в элемент 
Например* если 


^ <С^:і /// О » дс, < П > .<5 ^ 

Оіі- 11^ СП^-А, <Ху= 


ГО 


<Л<'///^/^- ><|</ »»<//;> <с 
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Правидоу Еолуогорова иавоввм выражение вида 

где - проИ8 вольные цедне неотрицательные чио- 

ла, ^ Ѵ * произвольные целые положительные числа» 


произвольные эденевты • Эдѳыеятн 

♦|**^^)посыяквыи» эдеыент ^(х4,- ^^) - ее* 
кдючѳниеи правила. Цноыѳотво посылок ножет быть и пусто* 
Конечная упорядоченная строчка ыножеств М^) 

называется зашшутов относительно правила (^) , если 

для всяких ^ ^ ^ 

Л ( ^‘І} / ^ ^ѵЛі ^ • V С?1п) ^ ^ѵѴи 

вытекает 6 Мі; (Если множество посы* 

док пусто» то просто требуется ^0Піг-^с^^)^Мі) )• Наво- 
вам строчку множеств замкнуто! относительно системы 
правил Колмогорова» если она замкнута относительно каж¬ 
дого из правил^ Системы* 

Пусть дан набор ^ правил Кодмогорнва и число 4 
Буден рассматривать строчкш (Міу ■ у множеств» зам¬ 

кнутые относительно Среди таких строчек выделим мини¬ 


мальную 
свойствами: 


(И^)..., • обдадаюіцую следующими 


1) (М\ )^ } замкнута относительно ^ 

2) Коди строчка (М-хуу ^ 4с.) »о**кнута относитель¬ 
но ^ » то М/ ^ • ■*^*'*® видеть» 

что такая строчка всегда существует и ѳдинственноо (она 
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сеѵ 


получ««тсв путем почленного перечмелеиия всех аеикву» 
тнх Строчек • тек что всякий набор правил Колного* 
роіа и число ^ одноавачно определяет аекотору» отроч» 
ку иляны і. ) подмножеств ^ 

Пусть, например, і-/ , а состоят иа трех 

правил, ла которнх правило 1} имеет пустое мвожеотво по» 
см до к : 

1 ) - 

А,і 


2 ) 


'ХІ^ і 




Найден строчку ^1) «В силу правила 1) име¬ 

ем: Л ^ М\ , а силу правила 2), так как 
то А1=1^ • Далее, в силу 2) ІіеМ^ , и 

т.д, любое натуральное число р (предстовденвое в 
виде ) принаддеяит • Наконец, а силу 

Р Г-'З 

правила 3) для любого натурального р 

/ Р><р+і> е N 2 


Итак М 4 - Л/^ состоит иа всех эленевтов ви¬ 
да р> <Гр+і> • где Л/ (глк '«о М'^ 

есть график функции /А)- 

Заметим, что в раербраввом случае мы по существу > 






укааадк эффективный порождашщиі нроцэсс, поваодяющий 
строить эдѳиевтн и , Такой процосо ватруд* 

но аадать в в общаи сдучао» для любого коночного набо¬ 
ра правил Кодногорова. Соглаово тоавсу Поста (который 
ііожво было бы проворятъ здесь я нопоородствояв^), ІІН 
аакдючаоы, что всо ыиожоотюь ^ опрододяоныо 
набором правяд Колмогорова )2 я числом ^ • пора- 

числимы. 

іКодя аадать аяю число X .то можно выделить мво- 
яоство • Таким образом, набор правил Кодногорова 

^2 о пора чисад (і) к) одрадйідют яподво опродо- 
денное перочисдиное мвокество М х • В&окно доко¬ 


вать. что всякое перечисляиое лодмвовество может 
быть подучено таким способом; ото утверждевяо является 
сдедотаиом более общего предлошения. о котором речь 


пойдет виже» 


Пусть Д - ковочный набор правяд Колмогорова, 
іададям. помимо чисел к еаю числа [і 
Фиксируем некоторые мвожеотва 8і у ? ^ ^ в 

рассматриваем воевоаможные строчки мвожѳотв ^ 

обдадаюаіие одедующимя свойстяани: 

•) ѵ вамкаута относительно )2 

^Хі ^ і >> М 

Ііопрежвеиу черев (у\ \ , . ^ обовначиы мявя- 

мальвую среди этих строчек, т.а. такую строчку, что 

ф 

1) \^\) Обладает овойстванв а) - 6} 





2) Кслі (И -у обладала сіоДотваня а) - б), 

то М'^й - М±,. ^ У\\ ^. [Раосяотрая шюжвотао 


Очавядно, есть фувкцял о» 3±у -)^^ ' 

М\^КІ8„.,Зе) ^ 

акція К есть отобраканжа ХГ в ^І/' ; ова 
полвооть» опрададяѳтоя набором ^ араалл Ііоліюхч^рояа 

* (к) Ке; х) ЗЯяку» 

таку» функці», ядя такое отображаяяа, будем ваанаать 
опарацяаД Колмогорова ( ^* маствоі), Овмсавная в ма* 
чада этого параграфа коиструкцня является чаотинм оду* 
чаем опарадяв Колмогорова прл О. 

Охаанааотоя, что всякая опараяяя Колмогорова явля» 
атоя вмчясдимоі опараціаі» я обратно• 

Иоктм сперва* что какду» операця» Колмогорова нож* 
во аадать о помомъ» вехоторого "/Порё^амаіего процесса** 
коиструируюіцего эдемевтк Я- КС^і) ^ ч отправляясь 
от элементов ^ ■ 

Прежде всего ааметим, что ваяя достаточмо большое 
число п , мояяо считать* что во всех правилах Колно* 
горова, определямщміх операця»^ К * ^гуряру»т одно я 
то же Иі • Зоаьмеи это уі я еффектлвво переяумеру* 
ем все упорядочевяме строчки ив п элементов проотрая* 
отва ^ ; 

Пря этом МН внберем таку» яумераця»* чтоб» каждая 
строчка бнла ааяуиеровама беоконечвнм чиодн>м номеров, 
т.е* встречалась в вапиоаввоі внае последователквостя 
бесконечное число рае* 
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ИскошВ вроцеоо им р&«объ«іі на *а«гі** Ва хаждок ^ 
шагу іш "порождаем” оарадоловимо эдаментн каждого на мао* 
хоста М\ • Союкупвоста элемѳнтов » 

порохдаввнх ма ^ «том шага обозначам 

Г ШгдавоВ шаг, Зса эдэмонтн об'- 




, порохдѳвныия на нудавон 

(О) 


являем эдамавтама 
шаге; ивыма сдоаама, полагаем 
Для / Хі Множество пусто 

йервмй здаг^ Баран строчку Замваяеи 

нл какого- 

то аа пре вал Иожмогѳрова окажется, что 

6 ЭД6|1«В« 

об'являем элементом У^Т, , порохдеикнн ва 


И]; 

1-М шагу, т«а« отиосам его к 
ся множества ^ 


м; 


(1) 


нет элементов 

пусто). 


М;. 


• Так обрааунт- 
( если для И^’ 


, порождевннл аа 1-и вагу, то 


^ - тнй шаг> Берем строчку (О^ 


С^) ^ сх) 

± ^ • V лг 


•} ~^іп 


ва 




) 


Сі) 


(Уі Ск 

УУ'~ ^ , ■ у и. 


Заменяем осіу 
какого-то аа правая Колмогорова окажется, что 

5-1 


• Кола для 


с=<7 ^ Сто • ТО 


элемент 


и 


г (01 о\ .., 


, порохдеввым ва 

/"С) 

сим его к /М,, (еслж не воанакает элементов М^' 


V 


об'являем элементом 
5 -том вагу, т.е, отяо- 


порохденяма ва ^ -том шагу, то Н^ пусто). 

Іола тепарв раосмотрет» множество М 


со 
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)- 


і элвиентов 


м; 


• порокдввнвх ма ісакоіі*яв- 


60 &ШГ/, как лвпсо<^відатъ^ это миожаство соваадаот со 

и*- 


( о м"', ..., рмГ') 


всем Гі I « До йот ви ІОДЪ во строчка мвохаотв 

СС) 

' Л'» 

ІГ(? І-0 

обделает всомя темя свойствам! , котормо одвоввачво хб^>оя« 
торввумт строчку 


О) 


Зсдя мьожества * ковѳчвы, то ороцесо ста¬ 

новятся оовѳршевво эффоктяввыи, так как вясво эдвмевтоя, 
воровдеввмх ва кажддя шйгу, ставоввтся ковечішн* Поэтому 
в сяду теэяса Поста (Звадовяо, і 1* дл 3), х^;>афік опѳра- 
цяв к дерочвсдям. 

Покшем, что оаерацвв Еодмогорова явдяотсд веврормв- 
шім отобраяовжем* Ддя этого, согласно теореме 1.5*3 до- 
статочво уставоввтв равевотяо 

где 7/" * сметена всех хонѳчвкх подияохеотв • Мово- 
товноетъ опѳрацвв Колмогорова очеаядва, поэтому правая 
частъ равенства содѳркятся а правой. Покажем, что девая 
частъ содержится в правой. Пусть ^ ё 

пустъ этот элѳневт ^ порождается ва ^-том вагу про¬ 
цесса, 

Дяя всякого эленевта ^ , порождеввого ва ^*і^м 

шагу процесса дадим сдедуюаае опродедевяе аа- 
вн самое ТВ от элемента 'и ^ Зі • 

1) Эдемевт ^ (ворШ 1 дев 8 мй на вудѳвои шагу про* 










ЧѴ- 


цвоса) аависшт от ^ 


Ю Пусть ^ порождаѳтса ва ^«ов шагу процѳоса, 
так что / = * * ®со эяаковты 

/і (<пі''\.., у , 1 >’>ро*явши ав вреди дущах 

шагах. 8схв ара некоторой С эленеат 9.^ (^^1- 
аавйсвт от ^ • то к / аавжоат от 


ток что / 


/ 



стао а ^ ^ К (0^, . ) Оі) • Поэтоиу ^ аходвт в 
праву» честь равевства 

Мтак операція Кодиогорова есть вапрерыввоа отобро- 
авніа 1Г^м. V • обладашова вычисдяшш графвхо», 

ТеО* подвит 8вчвсявк|№ опарацміі. Для того, чтоб» уставо- 
ввть» что всякая водная вычхсдвмая операція совпадает с 
некоторой опарацвой Кодиогорова • достаточно в сяду теоре» 
вы 2е4еЗ обварувить, что класс одорадіі Кодногорова аан« 
кнут отвоситедьно суперпоаяцвв в содѳрявт эдененторвыа 
опѳрецвв* 

Докааатедьство аамквутоств относитадьво оуперпоавцвв 
проведен на приваре. Пусть - даунествая в • од¬ 
но іюствая операція Кодиогорова. Пусть аадается од- 

ВИИ праввдои Кодиогорова 



в опредедасщан кортевеи (4; 2.4; 1). Пусть аадает- 

ся праавдаив 
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Ѣіі 

і. 

я опредялішщви кортежш (3; 1; 3). Легко вядоть» чго 
отобраковка К • опредадяѳмоа рававствож 

также является операціаК Нодіюгорова* ДеДотяитѳяъво, опе¬ 
рація К аадается дравядаіів 

Ь 4 ; ? 

я опрадеяяюцям кортакаж (5; 4* 1; 5}* 

Покакав, что каждая эдевавторвая операція явяттся 
операціей Нолвогорова* 

Операция X аадается правядов 

я опредѳдяющян кортажав (3; 1,2; 3} 

Опарашм задается празяжов 
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я опродвдяшацііі кортѳжям (2; 1; 2) 

Овбрашя Тоо ведается правидаші 






А, 2 


я опралвяяівщіш ксртажаіі (2; 1; 2). 


^^^раідаіі к Д(»саватадьстя 7 торс, что каждая опарацяя 
Т совпадаівт с накотороа опо^ящява Кодиогороаа, На« 
аоввм (яромовво) множаатво ^ правнямі», асяя 
для каждого ^ I с^г:щвствувт такая € -ішстная опарацяя 
Колмогоровѣ^ что для всея яабороя 9^ 
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Нам, стало быта, вуяво докаааті, что хаждаа варачжо- 
ламоа мвоквстао яаляатся правяльаші* Пря докааатадьстаа 
іш бддаи тяроко водъаоваться сдад^ющііі утяаркдаяяак: ра- 
аудътат пряиѳвѳішя операція Кояногорова ^ правал^шш мяо» 
жѳстваіі астъ снова оравядьвоа мыокестяо • Лохааатаяъет» 
во рааобі>еіі ва несколько этадоа* 

Этан дервыД . Докажем« что графж вичасдяіюі (частяч* 
во*рек)грсявяоі} аряфкатячеоко& функция есть драввяьноа 
множество* Поскольку добая внчяслвиая арпфнатяческая функ¬ 
ция получается иа нулыіаствоі функция О я одвомастяоі 
функцяж (Г дряманеняем осноаныл вычисдииня 
операторов (подстановки* врямвтявно9 рѳкурсяв я кдввов- 
СКОРО оператора }« то достаточно докааать сдедуо- 

циа два утверждавяя; 

I* Графяхя функций О я ^С'^) дравяльші 
2. Ксдя подучается яа дрямавевя- 

ам одного на освоввнд операторов я ррафяха 
аравядьнм* то я график дравидав* 

Первое да этих утверядевяй дроваряется ведосрадствея- 
во. Графаш функцвя О состоят яа едянствеввого 

элемента < > , доатому операция ^ ведает¬ 

ся правягом 

х/ Это утвержденіе сдраведлжяо я сиду того, что судардо- 
аяцня одерецяД Колмогорова есть снова операция Колмо¬ 
горова* 
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и опрвдедяощяіі хортежоі ( 'і, ^ ), 

Операция • где С'^ графи* б'С>^) бы- 

^<г 

да построава в начала параграфа; ова опрададядасъ вабо- 
ров ^ яд трах правия Код но гора ва я опрадѳдлющяи нор- 
тахан С2;2}« Чтобы построить / достаточно ваять 

та яа правила 12 я опрададяющив корта* 

Второе ^г^ворхдевва вы докаяав для одного яа освов- 
иыя опоратороа - вапривар, оператора ^ (для остадьвмх 
основных операторов докааатѳдъство аыаяогячво}* Д^оть 
функция обладает правядьвыв графииов. 

Рассвотрвв фувкцш -О'] ^ покаяаи, что 

ова тамие обладает правядьвші і^фиков. Для этого доста¬ 
точно построятъ опѳрацяв Кодіюгорова, дереводяцу» графя* 
0-\^ в гршфкж • Исковая операдяя аадаатоя опрада- 

/л ч Ч*П,^»МЛ 

ляющдв кортехав (3; I; 3) я трав» правя лавв 






< > <:-у^ 1. 
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^осдХос^\>< ^ 

< 0С4 > ^эс^г I >^. : 5 

Этап аторой .Покаяші. что нат^радьннК ряд есть пре* 
вндьяое множество. Искомая ооерацяя задается пра* 

вадамя 




а(, 


в опредедяющім кортежем 

Этш третяД. Покажем, что діобое перечіісдямое множа* 
ство /? . расподо&ѳвное в Л/ . является правяльншв. 

Дустъ О - график вмчяслвмоі функция.множество значеняі 
которой есть • тогда 

Я-'Ту^О'СКО) 

ддеиентарвае операция Ту< ) Т . как показано выше, 
суть операция Кодмогорова; множества С ш І\/ праваяь* 
вне а сяду предыдущих двух этапов; поэтоцу /? *правядь* 


нов множество. 
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Втая чвтаартмй^ Покаяам, что график ^ доп^гста* • 
МОРО (см. } 1 Гдаан 1) отобракевия А ват^радѣвого ря¬ 
да А/ ва ^ есть правгдьвоѳ мнэкѳстяо. Пусть Л ж 
В суть графвкіг <|^вкцві " /^ * соотватствук- 

двв отображаавю А (см. Опрададавва 1 в 4 1 Гдаш 1) 
Пусть дадаа ^(по)- А ш I • Опарацкд 

аадаатся п|»вядаіиі 






<^:ІУ < Аз ; Аі 

в опрададдаощвм кортѳхок с- /ог^а 
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Этап пятый (ааключитедьяЯ). Покажая, что провоаожѣ» 
вое аоречлсдвмоо множество ^ ^ ввдяется вреяддъвші* 

В сомон деде, пусть Л • допусткмое отображевже Д/ 
на ^ в ^ г тогда 

«= т,^ г Т ф)) 

где Ф • граням А • Перечгсдинооть оавачаѳт 

(по опредедевжм)• что Я перѳчясддмо; сдедояатедьяо 
(этом третвЯ) /? - правядъво* Праввдьвость ф уста» 

вовдева ва предыдущем этапе* !фоме того, ранее уста^вде- 
во, что в Т ^/І^й^цяямв Колмогорова. 

Подводя ВТО ГВ рассукдеавЯ ваотоявэго парографа, мы 
можем сформудвроватъ сдедумщу» теорему. 

Теорема 2.5.1* Для того, чтобы отображевяе 
2/^^ я 2^ было внчисдвноЯ операцвеЯ, необлодвмо в 
достаточно, чтобы ово было операцвеЯ Колмогорова. 
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і б. ОД0РЯШШ _а9СТ». 

Черев Хгг] обовначжи ииниішлѣное мво- 

жество, 

е) содервацѳѳ множестве ^ 5 ноасстве поАМнот^сг-^^ 

б) содержащее "велдвѳствые” ос^,..у’х^ 

в) вместе о каждыми своими эдемевтамн а я ^ сѳ* 

держащее элемент а.4 Г^Мвожество ^ есте¬ 

ственно назвать совокупность» "поливомов* от веиавествмх 

Хи вад /д • При замене веиавествмх сво ва¬ 
ми 07V* ив , каждый элемент 

^ Та перехадит в эдемевт /{(п,,.. 

Правилом Поста назовем выражевие вида 

где уі - проиввольные целые неотридательвые 

ч^зсла, - произвольные целые волокительвые чнс- 

ла» проаавольвые элементы 

)- ѵ • Элементы (>:*> ^хи) назовем 

посылками, элемент ^ - закдмчѳнием правил^’!) 

Множество посылок может быть в пусто. Конечнал упорядо¬ 
ченная строчка мно^ств называется 

замкнуто! относительно правила , если для вся- 

КЯХ <^ь ^ /;І ЙЗ 

01 ^)^ -у Ли)е 

вытеМает й Ог^^бМ^ Золя ішожество посылок 









пусто, то просто требуется е М^;. Нааоми 

строч«^ множеств еамкяутоі отиоснтѳдыю свстѳмн правхя 
Лйщцшпфш ш ш ^ , если эва аамквута отвосятедъно каждого жа 
правая сестомм. 

Пусть дав набор ^ праввя Поста в число р 

Будем рассматряватъ строчмк Мі >' ' V мвожеств, 

аамкнутво относатедьво ^ • Оредв таких строчек вмде- 

дям мивимальву» - ) • обладакио^ю сдеду- 

юцимж свойствами; 

1) аамквута отвоситедьво ^ 

2) ІСЯИ строчка аамквута отвоситеяь- 

во 7 ^ .то шІТлгт вирдеть, 

что такая строчка всегда суи^ствует и едивствевва, так что 
всякий набор правил Поста а чисво р одвоаначво опреде* 
ляют некоторую строчку (дливк р ) подмножеств • 

Еслв ведать еде число л , то набор праввя ^ я 
пара чисея (р; п) опредедат^ множество 

Описанную конструкцию (в несколько бояее уахом виде) 
рассмотрая Пост С ^ ^ ^ конструкцию можно счн* 

тать одним иа воаможвмЩ уточнений иадоженной Е.А.Шанивыіі 
1^ 9 ]} общей концепции *лороіЕдающ9ГО процесса'.! Пост [ 16 ^ ^ 
высказал утверждение, что кеждоѳ множество являетси 

перечислимым и каждое перечисиимое мадиножѳство ^ мо¬ 
жет быть так поиучеао. Это утверкдевиѳ является с.мдотви- 
ем теоремы 2.6.1 (см* ниже). 

Пусть - конечвнй набор превия Поста. Зададим, 

помимо чисел Л еще числа /Т^ • 'І^кожруек 
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вѳкоторнв вножѳства рассматривввн всввоа» 

ііожішѳ стрэчкм инокѳств ' ^ обдадаюцка сдадуе- 

цивм сво2ства«в 

•) - ѵ Мр) вашішута отвосвтадьво ^ 

у ^ 3^ • 

Черва обоввечна авнвмадввуо строчку, два ко* 

торой 

1) обладав» саойствама 

2) Кеда 0^4ѵ ^р) обладает свойствака 

то Мі^ ^ - ^/Р^ссмотраа ивоаѳетао «Оче- 

вядво, есть функцжд от - ^ 3^^ : 

м;^ 

Ф^икіідя Р есть отобрекѳняе С^СГ, 1) « %]; ома 

подвое тъв опрвдедявтся вабороа ^ правад Поста ж одре* 
г^аддіоа|Им КОРМКва ^р; 7/^,...^ 7Г^ Л) • Зсшуо таку» фувк« 
цмю, ВДВ такое отображѳвие, будем ыавыветь одерацдей По* 
ста ( • мествой) в адфавдте А • Оо*:са8над в нача¬ 

ле этого парегрефе хонструкцвя является чаетшш сдучаеа 
операція Поста држ €- О 

Зааетва, что опродедевве операцвм Поста в адфаявте 
А подучается \— ^ яе одре деления операція Колмого¬ 
рова простей ваиеной символа ^ символом • Котеот- 

вевао поэтому окидатв, что между этвмв опѳрацвямв суцест- 
вует связь* Эта связь устанавдвваетоя теоремой 2.6*1 
(напомним * что операцжв Кодііэгорова, в с*шу теорема 2*5.1, 
совпадают с вычисдинммв операивямв)* 

Операцію Поста я алфавите Б ^ А называем опера- 








цяв8 Поста над адфааатоа Д • 

^ораіш 2.6.1. Опарацха Поста над ал^^аит^ А 
совпадает (ведя ях расснатря ватъ диаь на подішоаествад 
^ ) с аычисдяшшя опврацдяав в Га 

Опрвдалввяа вичасдяаоЯ опврацяа в было даво в 

конце і 4. Раскрывая это определение* получаем следу»* 
щут формулировку теоремы 2.6.1* 

Теорема 2.6.1 (друрая фо^яіуляровка}. Обоааа* 
чем черев прообрав множества О ^ прв прока* 

водъвом, во фикеяроаавном допустимом отобраяеввж ^ на 
• Для того» чтобы опоі^цвя, ставящая в соответствие 
всяким мноіюствам ^ » мвоиество 

^ыжа опврацке8 Поста вад адфоввтом А • 
необходимо в достаточно» чтобы судествовада такая вычяс* 
димая операція X^ » что 

(->) ^ V > 

- — ^ 

Д О К а 3 а ТОО дъство веобходимо* 
ста. Посмодыд^» в сиду теореіш 2.4.5 беараздично» ка* 
кое иненво допустжшіе отобравевва рассматривать» то выбе* 
рем то» которое опигаво и ^ 2 Гласы 1. При этом отобрахе* 
НИИ каждому сдоиу соответствует эдемент 

<^сч>. .. Пусть Р - операция Доота я ал¬ 

фавита Б ^ А • Пусть Ь подучается иа Л до* 
бавиением эленентаршх знаков ■ ■ 'А Отнесем 

этим знакам отличные друг от друга в от 
элементы Каждому слову г.мѵ 
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на 


Г, 


отвесен эденев* 


(г) 


Мвожестао вс«х элѳиавтоа вида ( 2 } обоавачяк ш, 

вообт, обоавачіш чареа ^ нвожаство всад эдамавтоа 
, соорватствующвх эдѳмантаіі 

саішм у вас уставе вдев о о тобрѳхавжа ^ ва , 

явдяющаеся прододхевиав выбравиоро вамв допуствиого отоб* 
ражѳввд ва ^ ^ 

Пусть опарацвв Р аадаатся мвояаствоіі пра- 

ввд Поста а ваборов ватурадьвыд чвсад (р; 

Каждому эдѳжѳвту эдеиавт 

по одадуяидѳжу правилу; 

каждая буква л* входящая /? ^ , за* 

жѳвяатся на <(і4^сУ * Тогда вся снетама правка 

Поста парайдат в свстажу ^ праввл Колмогорова. 

ОпрадѳдяящвВ кортеж пока оставвж пражввм. Ісав вместо 

:>^и подставлялись бн на прояаводьвма эломав» 
ты кв ^ .а лишь длемавты ка 

то праэяла и набор аадали бн ис¬ 

комую опѳрацюв С/ • Поэтому асви каждое правило 

заманить ва 
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а кортеж (р>; ^~0 ва тШйрт^ш 

то вовыа Бравада и ыошй т іщ зададут такую оаарацш 
Х7і_ , что 

Иоскольі^ ^ІГв парѳча сдано • то ОБврацад V р зада- 

вавмад фсфвудоД 

V Ск.>-, к с) - ХІ^ 

\ -. ' ^ 

аычисдика 

Доказатѳдвство достаточно* 
с т ■• Итак, цустъ азввстно, что \/ * вычисдяная опа- 

рацая; нужно доказатъ, что і--юпѳрацяя Р , задава* 

выая фораудоД ( 1 } остъ опарацяя Поста* 

Прабавнн к адфавяту А знака ^ ) ; подучав* 

ныД адфават обоаначак Ш оокаяѳн» что Р есть 

опе радия Поста в Б • Занатян, что можно рассмат* 

раватъ как подмнокаство ^ • Можно построитъ опера* 

две Поста , такую что 

для любых инокаств Опорадая Ро за¬ 
дается ваборои чисад ^ 4 ) я правядеші По¬ 




ста 
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Хі> 


Цуст» 

^ -у ■ ••; ('x^^ ,, х^і 

^ С'^Лі • • •> и 


одво Ж8 аравяд Кодиогоровл* оврѳдвдАѳщвд опѳрацш» 
Звмевам в го враввдоа 



ѣ 




Оовокуавостъ всех так аод^чѳнвых правил» расснатріваашіх 
как праввда Поста» опрададяат ыакоторую операдшо Поста 
в ^ • Эта ооарацвя Р^ обдадаат тек свобствок» что есдж 

р^хі ^ 


Р - Р± ѵФ-е, ^) 

Так как ^ - Ра^ ^ 


Итак» іш аострожм операця» Поста /^ » такую что 










вслж 


Ѳг) 


то 

я ' р2 (.^іг ' 

2ІОЖІІО построятъ опероцвв Поста 
каждое множестао 8 

рацію Поста Р<^ » дореаодящую 8 і 

операція Р аадается формулой 

Р9СР, (пш яст 

Сдѳдоватѳяъво. Р есть операція Поста* 


» вереіодяіцую 
I ояе- 
8 • Тогда 





вліЕРдцнж сгаткя акршслашх 


іва^зств. 





Осноівоѳ содвршвнв Глаш Ш наложен вп,с»бв7 
І 2 Зввдвнлл; к Главе Ш првмикавт также а, 8 ^кааавноро 
параграфа» 

3 і 1 Главы Ш форіудвруетоя ряд обц^х оцредедевві в 
тэорен» касавшихся вувераца! проиавольвых множаств« В част 
ноств» вводятся понятия прямого проиааедевия в вычислимо* 
го отобрахеввя аавумероваввнх множеств. Специально расснат 
ривается случав, когда заиуиероваввое множество является 
топологическим пространством. Для этого случая вводятся 
опредѳлеввя открытой и непрерывное нумерацвй в находится 
достаточное условие непрерывности вычислимого отображеввя 
(теорема ЗЛ.4}. 

Опредедѳвия а теоремы б 1 применяются затем к вуме* 
рациям систем пѳрѳчисдлыых подмножеств ^ . инѳвуѳішх 
для краткости просто *свстемаж!*. На основании $ 5 Глаш 
I. каждая система является топологическим пространством. 

В і 2 Главы Ш вводятся основные типы систем("йо*сѳпера* 
бельаые, правильные в т.д. системы^в устанавливается-' 
теорѳиа 3.2«1-свл8ь ыежду нжыв (наиболее важные систеші 
принадлежат каждому на этих типоі^. Нря этом широко вс* 
подьауютоя топологи^юские понятии 4 в 5 Главы I. 

В ^ 3 рассматривается потенциально вычислимые нуые* 
рацва систеы. Докааыааетсв (теорема 3.3;3). что каждая 
система обладает потевдяальво вычислимое вумерацвеб (хѳ* 
тя не каждая система обладает вычислимой нумерацией * те* 
орема 3.3.1) в что всякая потенциально вычислимая нуме* 
радия непрерывна (тѳорѳіш 3.3.5) 

8^4 рассматриваются накрывающие и вполне вехрывем* 



щщй в^иврац». ^^оказывается, что есдж отобрахевва прякѳ* 
го арояавѳдеввя систеы с вычксдяишиі нуыерацвяііж в систе¬ 
му о вакрываккцей нумарацвеВ ярододхаетея до вычяслвыоВ 
операдш, то ово является (— і внчислимші отобраханвем 
(теорема 3.4.3)* Авалогвчвая теорема докааываетоя о по- 
тевциадъво вычислимых в аполве ыаіфываівмхх вумерацвях 
(теорема 3.4.4}. 

В і 5 дохааывается, что всякая вакрываміцая иумерацвв 
С0-сепарабелъно8 системы является открытое вуиѳращюВ, 
(теорема 3.5,4} а, как сдедствве» что если ОО-сепарабелв- 
ная сястема с вакрывающеА вунерацкеВ связана, то у нее 
вег ветравиал^цоім впадме раарвшіноВ подсвстемы* Послед- 
*вее утверхдевве содѳрхлт в качестве частного случая ре¬ 
зультаты РаВса С 18Э« Доказывается, что всякое вычислв- 
мое отобрахевва прямого проиааедеявя систем с потендиаль- 
во вычислиііыни вумерадвяня в систему с вакрывающей ву- 
мерациеМ продолжается до вычислимоЯ операдяв Стѳорема 
3.5.5)* 

3 І б вводится ііовятяе гловш>Я вуверацвв (1-го в З-го 
родов), устававдивеется, что ддІКсистИГс главными нумерам 
двямя вычисдямыа отобравюввя ооапедамт с отобрававжямв, 
прододжаамммв до емчисяимоЯ операдвм (теорема 3.6.1)* До¬ 
казывается ряд теорем о сумаотвовавмі главных ауыерацві 
(теоремы 3.6.2 ^ ^.4). 






-/Го- 


§ 1* Занумерованные ивошлотш. 


Отобракешіе о< мьовества В 9 на нроваводь- 
ное множество м вааываѳтся нумерацией М ; множе¬ 
ство называется основанием нумерации* Множество М 

рассматриваемое вместе со своей нумерацией ^ называ¬ 
ется занумерованным множеством и обозначается • Каж¬ 
дый элемент множества (ножного< прообраза точ¬ 

ки осбМ) называется номером ос. і нумерации ы. , 
так что основание і^^мерацин - это совокупность всех но¬ 
меров* Основание нумерации ^ будем иногда обозначать 
. 

Прямым произведением занумерованных множеств Мі°<с. 
называется занумерованное множество 
определяемое следующим образом: 

1) Множество М есть прямое произведение множеств 


нум^ацжв 


есть прямое про- 


м,- . 

2) Основание 
изведениѳ оснований 

3) Для каждого элемента значение 

Сн) равно • • V 6 М 

Прямое произведение завумероваивых множеств 
обозначается “ ^ или р] 




х/ Напомним» что в смяу соглашения, принятого а $ 1 Гла¬ 
вы 1, прямое произведение подмножеств есть сно¬ 

ва подмножество * 






-/г/- 


Оодііііонвство рсМ вааывается вполвѳ пѳрачисдв* 
1 ШН в Моі » ѲСДІ с/. -ЧР) дврвчисдямо а Ео( (а сіш- 
еде і 3 Главы !)• ЕодііШ>австао Р-М навивается апод- 
не раврѳшяііюі а >. ѳеді Р ж Р аподне ве- 

КА ■ */ 

речясдвіш а • Оба этд оврѳдеденая явдяются ес» 

таствевшш обобцввием опродедевяі, преддоваввых Раасок 

С 18 !• 

Пусть / • отображавиѳ вавумерованворо іівохеот- 

аа а вав^ыѳроваввое нвоаѳетво У^ • Собствен- 

но9 (|;увкцвѳ8 этого отобракевяя ны вавываем всякую функ¬ 
цію Ѳ , опредедеваую а ^ а праввііаш^ую вваче- 
ввя яв ^ , которая обладает сдедующан саоіотаок: ддя 

9 двбоД точка осбЛ внеет место Р 

Очевидво, овредедеаве собетвеввой функція можво дать в а 
такой форме: функція Ѳ • опредедѳввая а ^ а прі- 

нймающая авачѳвія ив « навивается собствеввой функ¬ 
цией отображевія » кодь скоро ова обладает следую- 

зівм саойстаон; есдв есть вонер элемента осб-Х а 

нумерація , то Ѳ Си) есть номер элемента 

а нумерація |3. • Отображѳавв ^ вавовем вычиедя- 

мым, есдв существует^ хотя бм одна вычислимая собстаея- 
вая функція отобракевяя ^ • 

Теорема З.1.1. Пусть гі * аычясдімое отоб- 
ракеаае Ло^ а Х|3. Тогда волвый врообраа 


всякого 


м/ 


Это определеніе экаива/швтао врвведеаному во Ваедеаіі. 


Си. І 3 Гдаям X. 





ииожѳства, вподшѳ пѳрвчгсшііого в 
вполне паречвединое в Хо. 


Ур> есть множество, 

І Пугг* Ѳ — соістаениаіг уун<сі4й> у ** \/*^ ^ \/ 

Го К а 8 е 9 е д в с в в 0^ Суета У ~ У впод* 
не перечведино в Ѵ/3 • т.е. л5г/^(^У^пврвчнслвію в 
Поэтону по денне 1*3.1 нвожѳство пере* 

Ч.ІСЛК 1 Ю ш .Но Ц: • поэтому 

впэдве перечледиио в X»/ » что в требозадоса доказать* 

Тохдестаеииоѳ отобраяевва ^(ос)^ ос множества X 
в множеств# У вааовем вдожеввеіі л . у ; оче¬ 
видно, вдоженве У в V существует тогда и только 
тогда, когда У . ^сдв х^ X/? - аавунерованвне 

мьожества, то мі^ожво рассматривать собственные ({увхцвв 


являет СВ собст- 
, кодь скоро она 
есть аонер 
есть номер то- 
Как частнмб сду- 


вдомеввя Х^ і Х(5 ; очевидно, Ѳ 

венной фуикцвой вдожѳнвя Уоі в Х/5 
обдадает сдедуиицви свойством; есдв УЬ 
ОСеХ в вумерацив о( , то Ѳ Ы) 
го же элемента ос в нуиераі^нв р> 
чай определения аычисдииого отображвшія получаем опредеде- 
вве вычислимого вложения: вдоженва Уоі в вычисли- 

МО, если для него существует хотя бы одна собственная фунх 
ция. Здовевве Хо^ в У вааовем каноническим, есдв 
тождественная фувкцвя 0(п.)^уі явдяется собственной 

функіівей этого вложеввя* Очевидно, всякое каноническоа 
вложение является вычислимым* 

Завумероаавноѳ множество X оі вааовем вложенным 

в занумерованное множество*^ • есдв существует вм- 

чисдимое вдоженве Х«с в Ур • Занумерованное мвожест- 





~/ 5 ' 3 - 


во Хоі вавоввіі кайовагавсюй^ адажанном а Ур, • асжх 
су листву от кавовачасхос вдоаѳвва Хо< ж У • Очавадво, 
Хо(- в том в тэд^но в том сдучаа двддотод канондчвскд 
вдо«.аввіім в Ур • асдв Х^У ѣ водкиВ вонар щ.всяко¬ 
го эдамавта осеХ в нумарацвж ^ является во ііаром 
этого ха эдамонта в аумарадяя ; ишша сдовамя» во¬ 
да фувкдяд ^ является продод&авгам ({уякцях 

Теорема д«1*2* Пустъ Хи вдояаво в Ур, 
а Ур вдо&аво а 2^ • Тогда Хи ваюжаво в 2/-. 

Докааатадьст во* Нтобы яодучвтъ собст- 
ваывую фцъмііімл вдояавяя Хи в вадо собстваввуш 

({^акцям адохѳняд Хы в Ур подставитъ вместо аргумав- 
ті^ (Х>бстваввуі» Фувкця» вдоха вял Ур * . 

Т • о р • н а 3.1.3. Ісш Уы ілоавію ш У/і , 

рсу, р 

вполве дарачисдимо в Ур * то РПХ 
в по два варечасдвмѳ в Хи 

Докаватадъство* В этом сдучм Р/ІХ 
есть подвив ирообрав Р прж вичисдвявя влохавжв X 
1 V 5 поэтому РлХ вврвЧ4С:.амо в саду теорема 3*1.1* 
Для нас ввлібодав вахвим бу дат случай • когда вааума- 
рОБаывое мнохаство одвоврѳиажао явддатся товодогячаскхм 
вространстаон* Нумѳрацжд тоаодогпчаского пространства Т" 
навываатся открмтой* асдв всякое вподвѳ паречвсдимое ішо- 
каство открнто* в наврармввой* асдв всякое откритоа мво- 
хаство есть сумма вполне парачвсдвиія* 

Теорема 3.1.4* Есдв X ш У топодогвча- 
скяа пространства ж сх - отіфитая вумарадвд X • о ^ 

- ыалрарыввая иумѳрацвд У • то всякое вичисддмое отобра- 
«^авха Ѵо^ * напрмривію (как отобрахевме X вУ )• 




Д о к а а а т а л ъ т в о. Пуста Ба» 

рам ок^лістностъ \1 точке ^ .3 о^ду напрараввооті 

Р> суаастауат множество К » вподвѳ парачнсдівмоа 
ш Ур ш такое, чео ^6 V .По теорема ЗЛЛ. 

аподна перечислимо в Уы и. так как ^ 

- открмтая вуна^шцвя. открыто в X , Очаввд» 

во, ^ {Ю^Х і|так, для проиаволаиоК окраствоств 
у 9 У мы нашли таі^ю окрестность 5 ос 


что 







і Сисуадш ііможеств. 


3 дальнв&швк рассматрівшотся ы^^уерацям систем мво- 
места, поэтоцу мы ($]гдвм ^употреблять терпимы *еевумероааи- 
нал система", "вполне п^ечислимаа подсистеіюв,”вподвв 
раарешвиая подсистема". Звстѳмы множеств, которыми мы б^у- 
дем еаввматъсл; являются слстемамв перечислиіши подмно* 
жеста ^ • Для краткоств мы будмі ^употреблять термвв 
"система" (если ме оговорево противное), для обовваве» 

ВЕЯ понятия "сястѳію перевислиных подмножеств ^ *• 

Нанбодее важные слстемы суть следующие: 

а) система всех ковѳвнш подмвояеств 

^ * 

б) сііствш ^ оарвчисдкншс оодиао- 

жести ^ ; 

в) система 24 /^ всех униформных (см. Глава 1, і 1) 
/^одмвоКеств ; 

г}систена всех перечеселимых подмножеств 

Л/"" (очевидно^ 


д) система всех униформных перечвелишех под» 

множеств (очевидво, Ы Ксли 

отождествить функции, опредедзвные в , с их іфафм» 
ками, то систему ІлГ можно рассматривать как систе«> 
ну всех П • местных арифметических фувкциД, 

Каждая система конечных миожеств допускает 

так ваамзаемую естественную нѵмераші» Е «3 качестве 


Е. 


берется совокуивость всех элементов 




явдя- 









ющі^я представътѳі^и(см. Главу 1. І 1) мявюшйа ивожв> 
ста)^ ва 5^ • Функція і строится так: ѳсді (К ^ Е, 
есть ара детали те ль мвокаства /\ то €Соі)^А 

Свстему ховечішд множеств шловем пѳречисдямоВ, ѳедж ос* 
ыованяе ее естѳствѳимов вумерацяв веречиедкмо. 

Аналогично ооредѳдяется естественная вумерадня про* 
иаводъвой систеіш упорядоченных наборов конечныя 

подмножеств ^ • В качестве основания вумерацнв берет* 
ся совокупность всех элементов 

обладамщвх следующим свойством:я рассматриваемоВ системе 
наборов найдется такой набор ^ ^ } , что 

является представителем всякМй та¬ 
кой элемент считаем номером набора - 

Тем саммм определена некоторая вумерадяя» которую мм и на¬ 
зовем естественной* Систему конечнмх упорядоченных набо¬ 
ров ховечвых подмножеств ^ вааовем перечислимой, ес¬ 
ли основание ее естественной нумерации перечислима* 
Зернемся к системам перечислимых по дмиожѳств 
Иаждум такую систему нм беа^оворок считаем Та - прост¬ 
ранством с топологией, введенной в Главе 1, І 5. Пуста 
- система. РІакдая подсиотма (Р 5 Р , открытая 
я . предстааиію в виде: Р ~ С?р ^ 

где ЯЕ - некоторая подсистема V* • Назовем Р аф- 
^ективво отіфмтой в ТР • если Р можно выбретн пе¬ 
речислимой. Аналогично, каждое открытое множество в при* 
нон произведениж систем Р х. .. может быть пред¬ 

став лево в виде 


С<() ^У 

(Рі) ,Рп)(-рг<^ _ 



(X) 








- 




РДІІ- 


. некофэроя система ко вечных ^^аорядочевшо: 
наборов ковѳчвнх поднвожоств. ^ ; чѳраа 




А 


обоа- 


вачаатся совокупвостъ асах ввожаств на • содаркащхх 
Г в качества подвномства» Вааоаеіі открытое водмво* 
кѳство эффактявво отхрнтші, есдв его мож¬ 

но представятъ в вяда ( ^ } с пѳрачисяямоВ сиотамой ^ 
Овставу ас иааовав оо - сапарабадъвод» есдв 
подсистема с/^ всех конечшіх ввожеотв» прянадлежаічвх 
является парачисдшмоі ж 'Ь • вяотной а с/^ • Систану 

іуфС вааовав асевдоаавішутой, есдв является 

аавквутоі во всякое об’авдмщаВ сі’стама (достаточво» оче¬ 
видно, потребовать, чтобн с/^ была Т -замкнутой 
в }• Говоря о свяаыоств систеіш ^/^ , мы будем под- 
рваумеватъ связность і/^ как топологического прострав- 
ства. В следующих параграфах ряд теорем буде~9 докааымтъ- 
оя для 00-сѳпарабедышх для псеадоаамквутвв идя связных 
систем* Эажво подчеркнуть* что систеіш 
удовлетворяют воем этим огравиченаям* 

Пусть іЖа - аанумерованная систша* Мвожеотао всех 
элементов ну вида 

^ <п.'у<А> 

где оі (п) ^ А , иааываѳтся ^иавер(%дьнIШ вкожеством* 
соотзетствующвм вуверацнв оС « ^олв есть некоторая 

система фувкджй от А аргувентов (мм отокдествляем фувк- 
дню С ее графикой}, т.а* каждое А имеет вяд 

наряду с унаеѳрсадьным миэжаотвом рассматрд 
вают внокэство всех элементов вида 







гдв - ^ , Эта посдвдвев 

ныожество вваивают уввварсал%во& функциоВ, соотвѳтству»* 
щвВ нумѳрацна « 

Еунарацші ^ свстеіш і/РС йванвается ввчисдм- 
ИОВ, асдн освОЕаивѳ вумарадяа ж соответствуюаіав увивар* 
сальное множество оаремжсдіііы* Іслж (/^ состоит ив 
местных фувхцвВ, то вычислимость вумереджі ревносильва 
тону, что соответствумщея универсальная функция вычис* 
дина, а основание нунерадив перечислимо* 

Хорошо иавестно [^13, 16^ * что системы н 

обдаджт вычислимыми нумерациями* С поиодь» 
вычислимых вдаимно*одн08вечви/х отобракемиВ отсюда авто» 

. матически получаются вычислимые нумерация систем (/Р 
и ТАГ • В литературе иввествы сдедуві^е нумерации, кото¬ 
рые мы будем называть кдассическами нумерациями; Нумера¬ 
ция Д • привадлемаоіия Посту [іб] ; нумерация 
(при любом Уі ) привадлежаіцая Клина Ді, Щ/ ; нумера¬ 
ция , рассмотренная РеВоом [іЬ^ • Нахдая класси¬ 

ческая нумерация строится с помодью нумерация программ, 
определяющих соответствующие нвокества и фувкциі^ и потому 

л в/»впл лчіис^і^мои. . 

Оистему і/я нааовен правильвоИ, если для дюбоВ ва- 
БумѳрованвоВ систеіш с вычислимое нумерацией суще¬ 
ствует такая эавунерованная система с вычислимой 

нумерацией ^ , что 

1 ) ЖП^'9 5 

2) вСЛІ п ( Вл и Го «,6 и 





Т • о рема всякая соавдоваііішутаа 60 - 

сеоарабваі;>вая сястам^ѵіімявіхія правядт»воВ« (а частвостя» 
сі'ствам ЪіУі - прави^вьш<)« 

іПусП СисгбмЛ < ! 

Докаяатѳ ль с т а о.ѴТік как сястаііа іЖ 
ісовѳчііііх ішоаѳста яа ^/Н парвчлслвиа и вуморацяя 

ввчгсдЕма., то оарачвсляію ннояаотво вар 

{гс, Р) 

ряа ре Л',и^Е^ші р ^ ^Сп) 

Пачиваам парабих^ать элаііѳвты этого ішохѳстяа я вро* 
йэво львов (во аффактяввов) ворядке и одвояревавво яядх^к- 
тявво строятъ маохаства г ' • Когда ыы вварвна 

дойдам до пары (иі^ р) (с давним К }, то аалагаш 
Р - Р , Пусть ужа воотроаво Р ; 

когда іш посла этого доходвіі до варя Р) , лрячам 
р :> р ^ уо волагаая Р ^ р « Полохяв 

твварь ^ ^ рСг.,^) 

Очавядво, р^'^^ . парачнсяимоа множество» Заматям.что 

маокэство г оарѳдалаво, вообща говоря, ва для всая 
Уі ; для тах А , для котормх Р^^^ оарададвяо, 
полохяв (уі) ~ р щ ^ получяля вычисяивуш ну- 

нарацію сястеіш • Так как каждое ввоха- 

ство р является "точкой -прякосвованяя* 

для ® псавдовавкаута, то , так 

что (^ . Наконец, асяв гье. быяо вова- 

роя (в внокаства К ва л , то, так как 
г- плот» а Ж, так ЧТО \^Сп)тк^си)^ поэто¬ 

ву УИ (р 








І 3. аатаашдедьао амч;.одіяві« и^имми—. 


3 прѳдыд^щаіі параграфе было введено понятве вшнс- 
ЛЛІ 10 & нуиерацмх и приведена примера систем, обдадоющах 
такими н)гмерацняма. 'Однако не всякая слстена леречвсдямнх 
наозьѳств допускает вычлслиму» нумеродим* Хорош иавѳстяо, 
что система всех всмду вачлсдимах (обицврекурснанах) фув* 
кцаі от аргументов не имеет вмчисдимаЗ нумерации* 

Зправегдииа также слег^мшя теорема* 

Творена 3*3*1* Система всех бѳсковѳчвмх пе¬ 
речислимых подмііошств проиавоявного бесконечного перечио* 
дикого нноаеств^>Ін^^меет зачиединой нуиерацив* 

Докааетедвство* Предподэжям противное 
ж пусть Ы • вмчаслимая нумерация система всех бесхо- 
нечнах перечисдимах подмнохѳств А • Пусть ^ - шічис* 

дикая і!унк^я, определенная на нату^уад^вом ряду и пере* 
считывающая основание ; пусть^ дадее^ у М ж ^ 
вычисдикае функции от натурального а^ гуаента, такие что 
когда і пробегает натуральный ряд, 
пробегает универсальное множество нумерадиі , СФро* 
им выч.:сликые функции ^ (.^) и ш опреледовные на 

натуральном ^^шду : 

УуСо)' у ^ 




Череа ^ ^ Г в} обоаыачается найме: ьшеа числэі' обхода- 
юше свойством Б • 










- /6/- 


куСи'і)-- Гі[рі^К^І^) С^І-^Н ^Ю^УІІ-^УФ ^(())& 

Обозначай черва К^ ш /; ііножвстаа авзчввяй р ж р 
I • Каждое Я8 ЯАХ является бесковачвыж перечиодвшш 
подшіожзством Д • сѳресеісавщяііся со всакиа бескожеч* 
ьжм ііеречіісляішіі додмношвством Д • В то же время )С^ 
я ве пересекаются* иод^еввое вротиаоречве дока¬ 

зывает теореа^г» 

ЧІ# 

Н^аерацяв ^ састеиы ^уМ вазовті потввцЕаяьво 
яычисдаііоі* если сущаствует такая система чУ в такая 
ее вычисли: мая вумерадяя * что і/^<^ в логово я 
Очевидно* рсякая вычислимая вумерацвя является потевцк- 
альво вычислимое* Істествеввая вумерацвя всякое систе¬ 
мы конечных ннокеств потевциальво вычислима (достаточао 
положитъ Ѵ ш в качестве ^ взятъ естествеввув 
нумерацвм 7/^^ ); естественная нумерацяя всякой перечис¬ 
лимой системы ковачвых множеств вычислима* 

Теорема 3.3*2* 2слв - система о потев- 
циадъво вычислимой нунерацией* то существует такая систе¬ 
ма я такая ее вумерацвя ^ * что канониче- 

СК. ВЛО.,«| ■ я ^ 

Доказательство* По определевв» сущест¬ 
вует вычислимое вдожевме а * Пустъ Ѳ - соб¬ 
ственная функция этохю вяолевяя* Рассмотржм уваверсадъ- 
вое множество Д * соответствупщве нумерація • Постро< 
им вычислимум функцяв определяя ее так: 







ѲСЛИ (ё)= <^9Сх)><Г^'^ 

Парочисішуоѳ множество В-^'^СА) рвссмотря» как 
^^навѳ реальное множество некоторой внчисдимоД вунерацвв 
некоторой системы ^ • (в качестве основаввя нумера» 

4 ВХ ^ берем все множество )• Тогда {Ж'оі кано» 
вическн вдожѳао в 

Теорема З.З.З. Всякая система перечгслимнх 
множеств обладает потенциально вмч.хдимой вумерацвеі. 

Докааатед ьство* Іюбая система {/РЬ 
есть подсистема с>:стемы УЬ « Каждая нумерація ^ ся» 
стены к/к индуцирует нумерадв» системы уН- » для 

которой (уРС) ш к ^ еслж 

%>и этом УИс^ вложено а , (я даже кавовическі вло¬ 

жено)* Е^сли ваять в качестве ^ вычислимув вумерацім* 
то и будет потѳнцвальво вычислимой. 

Теорема З.З.4. Пуст» Сі-1> у В) 

системы с потенциально вычисдимымн нумерациями, всякое 
э:{фѳктиаво открытое поднножесті^ тополе гг адского проиаве» 
девня ук^ вполне перечислимо в прямом іфоивве» 

дѳннл уН ы.-ук^ ^ УІ^^ {Райс Г 18 7 дока¬ 
зал эту теорему для случал - ІЛГ Ш 0<^ • 

рассмотренная им специальная нунерадля). 

Доказательство. Пуст» 

- эффективно открыто. Тогда 

^ _ (У ^ /О 


г, ’'■■■ 


где - некоторая паречислинея система конечных упо¬ 
рядоченных наборов конечных подмножеств ^ ..Здохвн 






-іьъ- 


л с оІ( ■ са стви^г ■Ус 1 ^' • где вычисдямая в;-» 

мѳрацвя» я рвссвотрям прямое пронвюдввю г 


Положим 




Очев;ідмо 


(с.,..,Рс)^5г У 

Ж» ■ЛО«вО I (3/5 

^ = /л П ж- 


с-:2 




впоя- 


3 ^1Ж$ теорвнм ЗЛ »3 дост^точво доказать* что 
но ПОрОЧИСЯШЮ в ^ с 5 ]-у 5 ( Поскодьму 

о шчасдяммо нуморацяя* то пврачасдяно мвохестю ^ 
всех такях ве боров 

Ы) 


( 


И 


где 


П • эдѳмтт В уГ- конечные подмнокестаа 


/г 


но* 


в , - .-^ уѴ ^ • Элемент^ 

тогда и только тогда првнадяеввт ивовеству 
мѳров ^ • когда судівотаует такое набор 

(Ріу-) ^5^ 

что -V Поскольку .7^ прочие лама, 

то в Л(Р) деречледвио* т.е« перечиелвмо 

Теорема 3.3.5* Пусть У^с <^с У-1, У)* слоте* 
мы с яотѳвилально выч^сдккымн нумерацяямл. Тогда прямое 
проязведенве есть заву неравен* 

вое ннояѳство с непрернвнод нунерещіеі* 




Доказатѳдъство* ДаІствітвдъЕО. каждое 
открктоа нвожаство есть сумма эдаиантарвых открыпд мво» 
жеста ад да (Ос у (О . Каждое эдеме втараое 
открнтое^'аф^ктавво открнто а, по теореме 3«3«4» вполне 
перечисдлма. 
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$ 4. іщне 


Нумврадш у вистеіш ^/Р^ вазовви ваіфмваюцаД 
(соотаатстванво, вполве вакрыжаищвВ} если всякая вавуиа* 
ровавная систава 0^ гда • а ^ - выч^хдимая 

(соотвѳтствавво, по7ввд2адьво авчлсдяішя} вумаізацвя, адо- 
мава в • Очавадво, всякая вводва вакрыва»щая вумара* 
идя является ваіфивакщаД* 3 сдадующам параграфа будет 
покаааво, что всякая вакрываіюдая нуііарацяя праавлъноД 
(ев. і 2} свсташі является вполію ваіфываіѳаівв. Нам ва 
удалось построятъ прямара ваіфывакщаО» во ва аподва вак* 
{фывамдаД вумарацяя. 

Зса кдассячаекка вумарацвя» поскедьку овв получшвт» 
ея с поіющьм вуиарацяв программ* являются накрываюцимв 
(веформальвоа докааатѳльстао этого приведено в п* 6 і 2 
Заадандя); в силу таоранм 3.5*6 этя вумарацян являются 
даже вподвѳ накрывавщиіія* 

Т а о р а н а 3«4«І« Система ^ всех пврачис- 
лииых подввожастя ^ обладает вумарацваВ* явдяюи^І* 
ся одвовранавво вычледвноВ я вполне вакрываюдаВ. 

Докавата лъство. Рассмотрим какую-вн- 
будь вычледимую н^марацвю ^ системы л я соотаат* 
ствуюаіва увгаароадьыоа множѳстао А : 




'^прадалям я мновества ^ аычледамую фувкцяю у? * 
аадав ее сладуюзуш правя дон: асля 0і= 
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то Перочасдимоо множество 6 = Ѵ’ Са) 

ресснотряы в качестве унаверсалііного множества некоторой 
вмчесдямой вумѳрацвв ^ некоторой системы ; в каче* 

ство берам ^ • Покажем, что му* вподве на- 

крываюіцая нумерацим, ^ля этого достаточво установить,что 
всякая 8авумерованная система с вычясдшмой нумерацией (а 
тогда, по теореме 3.1.2 я всякая занумерованная система с 

потенциадьно вычислимой нумерацией) вдолева в «Итак, 

СО ^ 

пусть ^-вычислимая цумерацвя системы ^ • Соогветствум* 
цее универсальное множество С перечислимо я имеет а нуме* 
радмв Е веко торій номер Уі^ • Покажем что функцвя $ ,со< 
поставля»ц;ая каждому элементу 5^)^ элемент являет* 

ся собственной функцией вложения 


Гѵ . 


действительно. 


пусть 'Ь номер множества 8' в нумерацвв ^ • Тогда 

'^€5';(5')(^>еС=<Ис><(Ь>('^»бАг«ѵѵе><і)>(^>е Ь , 

Поэтому номер ^ а ыумерацнм .Теорема до 

казана. 


Теорема 3.4.2. Всякая система перечислимых мно 
яѳств обладает нумерацией, являющаяся олвоврамѳнно потеацѵ 
адьво вычислимой и вполне наіфывамщей. , 

Докааателъст во. Йели в доказательстве т< 
оремы 3.3.3 в качестве у взять вычиединую вподве накры^ 
вающую нумерацію (которая су^юствует по теореме 3.4.1), тз 
(к будет потевциальио вычислимой я вполне накрываюдей. 

Теорема 3.4,3. Для каждого еде дующіе уе* 

доаиѳ является необходимым я достаточным для того,чтобы н 
мѳрация систеыы была наіфывсиощей; для всяких 

ааму мере ванных систем С^і с вычисяяіі 

МЕ нуыерациямн и всякой -местной вычислимой операцяя, 
Л/* , отображающей дС ^ я У 






схдвствувт сэвпада»чво на ОС^уі -. х с этой опера- 
цвей внчлслиіюе отебрааевве ОС шУ(і 
Докаватевъстао веобходаиоо- 
V ж. Нхжво аостровть та^в фувкдвв Ѳ , что еодж 

ѴЛ. УІ^ суть вовѳра X ^ ^ ^ * вуие- 

рацвжх , то Ѳ СП^),) 

остъ ноиер У в вууѳрацвж ^ • Рассмотрян оястену 

34 ” 3^ ^ явдяющуюсж о бравом проиввѳдеввя 

орв отображевжж V іавуверуем сдедувщвн обравом: 

ѳсдж V ^ , у= V ■ П<’ ^-есть вом^ У' 

в вуиерацвж о<^с , то .. <: >>?^> считаем нове- 

ром У • Іы подучидв вуііерацвв у систѳіш У± I 
ІЗвгісо ввдѳть, что у аычисдиііа; действительно, ѳсди 
(3) универсальное множество аумѳрацвж у , то 

е О 

тогда я только тогда, когда суідестауют такве элементы 

ос^^> . . . эс^"' 

что иринвядеквт уняйврсальвому мвожест- 

ву нуморацжж о^с Ь • о 

прввадлежит ррафнку . Итак, у вычисляна, поэто¬ 
му (так как - вакрываючая вунерацвж) у вложе¬ 
но в • Еуотв Ѳ - соответствующая соботвеввая 

функция, тогда веля суть номера 


ІП&>МГМ|ММР>«ММ 




■ нумѳрацша $ то < 

ВОНвр V 1 Н^ВврвЦМІ I' «а 9 «Пл ^ 9<Я% 

номер V а нунѳраци • 

Цокаеатодъство достаточно» 
с т ■• Дустъ <^- ничислимая аунерацяя я . 

Надо доказать, что ■!Р^р адОйеваів У|3 • Можно пост» 

^ ровтъ внчисляиу» операдв» Л/^ . обладаюадг* сдвдуоаіям 

своВствоіі: если А е н множество состовт 

ка одного элемента А % ^ 

»■«) «/ Іі 


Обоаначнм череа ОС систему всех множеств, каждое на 
которых состовт ва о-кого элемента мнокества • Каж» 
дое иножаство А ^ ОС аанумеруем элементом Л • 
1ы получим внч^:единую вунерацяв ^ системн ОС . 
Очевидво V(“Ху^ X) -^/ По условие V совпада* 
ет (на ^ ^ X) с выч-сдемын отображоявен уХ^ 

ш Ур т Поэтому суіцествует такая вычислимая функция О . 
(собственная функция этого отобрахеввя). что есдн 


^ Можно построитъ вычислимую функцвю б' (Л, п) . которая 

при каждом А пера^тывает ивокество (к) • Опера» 
аадается а нормально3 форме . где 

С^ГСк^к) А (А 0^^' <А'>^ 

не ояределев^ѳ в остальных сіцгчаях 


Ц.Я V 






-иэ- 


6^1% ноімра наоавета шш СС 

ЦМЯ Ы , то Ѳ ВОіЮр 
в иумвроцця р> • 

Поэтои^г 


в вумора- 

V- ]/СУй.і"у Ус) 




есть номер множества \/{-{^ . • ^ '{У ^У^(^)ш нумера- 

цвв • Одедоваіѳдьво» 0^ есть собственная функ* 

двв вдо.аеввя Е Іу щ 

Теорема 3.4*4» Ддя каждого : сдедумцее 

услодде двддѳтся необходдішм в достаточвнм ддя того, что« ' 

бы вумерадвя р систѳмм -бііда__вяэдве ввкрыаа»ц98: 

для всяках завуиеровавямх сісТІпі^^сгіг^^вадьво вычвсяв» 
мшш вумерацаяня ж всякой ^ -мествоЭ амчдсддмой опера* 

, переаодяіце й Л^х...х в у , сущест¬ 
вует совпадающее ва ОС^ х .. у о этой оверадяеі 

вычисдимое отобраяевне ^ ■ в , 

Докаеатедьство меобходжно* 
ста. С помощь» той яе ковструкцая, что в докааатедьст* 
ве вѳобходимоств условия теоревк 3.4.3 строим вунеради»^ 
^ сгстемы • '!дя ааверщеаия докаватедьства тепер» 
надо установить, что ^ * потевциадьво ввчисдимая ну* 

ііерадая* Ддя этого, во теореме 3.3.2, кавоническя вкдадн- 
ваш каждую вавунеровавну» систему 'Хс^і а вавумерован* 
вум систему ОСс • где о(і * вмчлсдимая нумерация. 

Рассматриваем ^ обраа Хі. '^У-^ дра опе¬ 
ра два V • Система нумеруется о помощью иумерацаа 
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у , пол^чашяЗеа н» такса, как Г >» 

. Очавадво, аловаао а .Так 

же, кок пра доказательстве таорѳші 3»4*3* убаждаеисВа 
что ^ аичвсввыа; следоаатальяо у вотѳвциадьво 
вачисдвііа. 

Докаватвлъство достаточвості« 
• аналогвчво докаватахьств; достаточноста в тоорана 3а4«3« 
Тео рака 3.4.5. П>от* Жг^с -С) 

аавумаровашшѳ ся стами с вакриваащямж вунерацгвіш і 

впэлна варачасдамо в /ѵ 
«слж . ^ А^) (В±,..у 


(Раіо [Ів] докааад эту теорему длл случая« когда 
-€- ^/± - расснатревная ям нумерація 1/4^ 

конечно)• 

Докааатальство* Пусть система* 

состоящая яе двух множеств • пустого мвохества /А і 
одноэлементного множества • Пусть • пара- 

числимое* во не разрешимое множество• Подохам для всяко- 

го П ^ ^ п 6 /? 

есть змчисдимвя нунарацяя Я • Строим одвотствуш 
вичислимую операцвш Л/^ • чтоба 


Ші^) = вс 
(Легко построить V в 


нор МА/ІЬИОѴ» С]рО^МИ 










Достатошо юлой» (Л,п)^ 

РД« и (Гі • шчисдлтм фувкциі, авраочатиашюшо 
/4 г и 6(') • теорем* 3.4а3 Ѵс совпедает на ^ с 
ШЧИСД 21 ШИ отобракеанем -^к ваа^меровавноВ онстемн 
а Л^і . Лошгавіі джя X ^ 57^‘ 

г/. - V 

Оааіі^дво^ ^ вегъ вшвсдішов отобрамнаа а 

М - '^•у^г Уі пр« этом 

^ і^\=С^л.-,Аг) 

/ «і'іУ- Вг) 

лодж предположатъ, что СВ±і нодішй 

прообраа ^ ора отображеваж ^ состожт яв одного 
мвожестаа /\ ; по теореме 3.1.1 этот вояшВ прообраа 

аподве перечислям а ^7^ ; одвако, я силу построевая (Г(^ 
подсистема, состоящая яе одного множества /А , не яа* 
дяется аподве перечясяииоВ а Ту? (множеством номеров 
этой подсистемы служит веперечисдамое множество )• 




сидг^т 


Творена З.5.1. Пусть Жі /с суть 

00 • свпарабвдышв системы с векрнвающииі вунерацмямж 
в вподвѳ перечислимо в 

Хедж ІА±) -у/^і)€^ , то существуют такие ковѳчвне 

ішонества ^ . нто /ѵ ((.-Ъ-Ж) ■ 


I ОЛ^ Щ^ЖЛЛ. еіъство. Первый шаг. 
Ддя каждого Аі аостроим веречисджму» мовотоввуш пос* 
дедоватѳдьвость конечных множеств 



так чтобы ^ Аі • Да* этого заметим, что систе¬ 
ма ТГ конечных подмножеств Аі . принадлежащих 

• перечислима (как пересечевиѳ двух перечисдшшх 
систем: системы аК с всех конечных поднвожѳств іа Жі 
и системы РГ САіІ всех конѳчш подмноівств А г ). 
Перечііслвем в каком-нибудь аоридке; в качестве 

берем первое встретившееся мвовестао на ^ ; я качест¬ 
ве берем первое ветре тнввѳеся поаде “я®- 

кество ив , такое что рА Я . Так как Же 

X -пдотво в Мі .» 

А'=іУ^'" 


Второй іі л Гт Звѳдем времевво в ^ какой- 
нибудь эффективный порядок. ГСаждое подмножество ^ пре- 









-/^ 3 “ 


іратжтся тогда я ^порядочааяѳа» В чвствості, каждое иво- 
жестао Гс прѳярататся в конечное упорядоченное 
ішожѳстао эдѳнентоа «3 сяііу і 1 Гяаш 1 ово отож¬ 
дествляется с накоторіш эдементон • Построка вн- 

чяслину» операдвю в ворнаяьвой фора# Ѵ^, * подохяв 

(<:с 0 ><^ 0 »<^'^><аіѴ>.. ^«(>^, 4.(Ар'>У ^ п) ^ 

есдв все (Лі ('о^сЧр) суть отдичнае от нуля чдсда, а. 

V I 

УІ - прояваольно. Очевкдво, для д»бо& одвоиествов^ аряф- 
нѳтичѳскоб фувкцнж У’ (которуа иы отокдествдяеа с ее 
графжоа) 

^ і 


Ѵс М 


іі' 

Гс ^ ^ ^С/И/» (^)-о 

Ас , (^ )(Ч^(^)фО) 


Третий шаг* Раоснотряа пронввол^нуа дву- 
нествуа обцѳ-рекурсивную функцн» • ^бозначии 

черев ту фушсцяю (от 

если фякскровать першй аргукевт эе . Расоаотрва систе- 
«ЧГ бД/ • ^сдв положитъ для любого нату¬ 

рального ас 

то ны додучва шчлсдимую иу передаю ^ систѳаа ѵ5^ • 

3 сяду теореаа 3.4*3 операцва \Іі ввдударует вычиолв- 

иое отображеаве в • ”^0 отображеаяе обовва- 

чиа {і . ЧЧ5«І С>^ обовначви ныожестао всех тех , 
для которая вѳ существует такого что сГСу^)'0, 

Очевидао 


^ ) которая подучается. 




^ ^ ^ л/''Ой- 

С /\(‘ ^ же 00- 

Ч«тв«рірив шаг* * Рвсвмотржіі аычйодлма 
атодрааанхѳ ^ аанунарованной сгстенн 4 ■ (^М'с Кі 

вадвваеііоа раванотвом 


ОнаанДНО 


Нр 


\ I (Р±^^) ■) р^ ^ е<АЛл Ц 


(^і ОіАМ X е О^. 

Іірадаолохим таварь, чао пря всякой ^ 6Р 

Тогда поіша& врообраа вря отображавяя ^ сосао* 

ВТ яа всая ааж фуикдні яа ^ • которыа на врявлѵаѵѵ 

аначаяия О «По ааорама З.І.1 этот волвнй врообраа 
вв лна парачисдмн я • 'і^о оавачааа парачисдямосаь 

аго ннохаства номароа, которое есть Дг • Змаста о 
тан«^хорошо яа.частно, что с|а^ѳтв^^»т функция ^ • дяя 

которнх б' на парачведкмо • Нояучаняоа вротяворачаа 
дохааиваат таораку. 


Дяя востроавня такой Функция (Р достаточяо *водо» 
аята* на оса абсцясс варачясдямоѳ вараарашямоо мвока* 
ство Я 5 Л/^ драдстааять аго как вроакцяо раарашяііо- 
го мііохѳства С я оврададятъ функцяв сГ равав* 


отаом; 

Очавядно^ 


Дг' я 


€с/ѵѵ« С^^^/)еС 

■ес4м ( ё С 

• сдадоватадъно. 


на парачвсдяію* 





/?г- 


Теорема 3*5*г*‘ Пусть 0'-^» суть 

Оо -сепарабелыше систенн с наісрыааюзікмя вумерацм* 
ми; п^сть 2с естестьемвая (сн« ^ 2} вуие^ац^IЯ систеіш 
^р^( • состоящей на всех привадлехащнх Же коцечннх 
ивояѳств. Тогда V /^вложено 

Докааатедьство. Так как Же асть 
60 * сепарабельная система, то система перечисли- 

уа, а это значит, что 2с * вычислимая нумерация. По¬ 

этому ЖІ^і влолвно в Же (так как '^с - вакрывав- 
щая н^^ыерацвя}* Яолояш дяя каждого 

Рс в сяду скаванного выше, :^с - вычислимое 

отобракеине Ж[ 2( ^ Же^Г( • Поэтоцу 

/(І^и;^е)- ГЛГА).-ѵЛ (І=е)ХРі,- , 

аыЮКлаимое отображевве ^ * следовательно^ Мі 

здожевэ в . 

Теорема 3.5.3» Пуста хЖс ^і'с у О 

суть Са)^ сепарабе Лѣвые системы с вакрывающимн вумѳрацвя- 
мн. Тогда всякое подмво^^ествО 9^ - Ж^ > у вполне 
перечислимое в Жу-Мі^С^ ^ эффективно откркто 

в Ж±'^" '^Же (Райс [18] выдвинул это утверщдение 
в качестве гипотеаы для случая: е='і, и 

- рассиотренвая им нумерация)* 

Докааетѳдъство • Шр р в ы Й ваг* 

Докажем, что система всех врянадлѳжащвх 9^ ко¬ 
нечных строчек ковочных множестве ѵ перечне- 


а 





дяію ^ смысле і 2)« Лдя этого рессмотрш прямое проиаіе* 
дешіе ^ ^ 

кАС е -■ сЖі 2і х-- ^ 

где уАС'і * системе всех ковечвых мвоаѳств яе і/Иі, ^ 

Сс • ее эстѳствевваа й|нереймія» По теореме 3«5 ф2 Ж'і ядо- 
Еово в 9 «о* отобрееевеѳ 


анчисдвш>« Системе строчек есть подвнй прооОрее 

системы строчек ^ држ этом отобрехевжя^ По теореме 
3.1.2 ^ перечлсдиме ж Ж'і щ что, ПОСКОдеідг <Г • 

вычислхмея вумеремх» оавечеет перѳчисдимостэ ж 

смысле і 2* 

Второа шег« Рессиотржм множество 


(МО 


По докааа 1 шоц]г /у офіюкгааію открвте ■ ■ 

В сиду теоремы Зо4.5 І сиду теоремы Зо5.1 

; сдедоветедьво, ^ эффективно открм* 


Итек, 




то,^Ие теоремы 3,5*3 вытекеет сдедуюцея теореме*. 

Теореіш З.5.4. Пустэ Жі -/у-> ^)сут»иѵ свперебедь- 


иые системы с накрывамщішж вуиереджяыя* Тогда прямое про* 
иваедевже Ж^гУе есть эвнумвроваа* 

вое множество с отіфнтОа вумерацжей» 

Сдедствіе* 2сдж сю * сеоаребеж&вая сиоте* 
ме уУРС сжяе)|ве в ее вакріююцея нумередяя, то в 

вег ветрввяадъвоД (т.е* отдичво от пусто! в от Ж } 
вполне реарешшо! подсястеын» 






Т • о р • у а 3*5»5* Дустѣ 0С(; 
суть 60 - сапарабедьвув схтвіш с вакрнаавцвмя вууа- 
рациямя, а ^^ ^ састаііа с потенцяадъво вучясяяіюі 

иумврацяе&« Для всякого внчдсдиного отобраяввяя О 
ОСоі- ОС^оі^ \ - Ур сущастяуат ввяисяямая оивра» 

цня» совпадавщая ва Ос^ у...хЭС^ с этвм отобража* 

няов» 

Докаватодьстао* Дуста • вычисяя* 
ііоа отобракавяа ОСы я 3^ «До теорема 3.3*2 существу-* 
от кавоумчѳскоа вдоженве Уу? в , где у - внчяо- 
дамая вумерацмя. Рассмотрям ^ как отобракеяяе ОС^і 
а • До теореме 3.5.4 нумерадяя оі является отід;яі-> 
тоб нумерациеВ. До теореме 3.3.5 яунерацвя являет* 

ся вепрбрмвноВ вумерацвеВ. До теореме з2і.4 отобраяеяне 
^ вепрермвио. Отобраяевве / явдуцярует неарернв* 
вое отобракемяе прямого ородаведевжя 0С[^ 

(где X I' • сжстема всех іфвваддежащвх X- конечвнх 
ивомесгв) я У • Предяодоквм, что мы докавадя» что 
имеет \я^^дямнВ график. Тогда по теореме 2.4.1 про 

додхается до вычислимо В операцвя \/ • Оверацяя Л/ 

совпадает с отобраяеяяем на прямом проиаведевяв 

ОСі X , которое» по лемме 1.4.1. является 
'X • пдотшім я X... X • поэтому» по Двине 

1.4.2» V совпадает с / ма всем СГі х . .. х ^ 
что я требуется доказать. 

Итак» осталось докаватъ» что графам отобраме-* 

ввя перечислим. Поскольку / вычислимое отобраме 

вие, то суцествует такая вычислимая фуякцяя Ѳ ^ что ес 





лл сутл воиеро ѵ ^6 » нумерііцша 

о(^,...^^^ • «> В ѳотѣ воивр 

^ 0^і) -уКе) ^ нууврадм * Обоав&вяіі черва €с 

вствстввшув нувараців свстеіш 0С[ ; так как - 

перачислимая система» то основание • перечислимое 

мновѳстао» ^^аяее» по теореме 3.5.2» дрішое проиаведевие 

вложено в ; пуста ^ 

собствешая фушщжя этого вложения. Наконец» обоввачиіі 
череа В универсальное мьожество нумерации ^ • Пос¬ 
ле всех этих замечание перечислимость грѳфика ^юг<- 

ко усматривается на следуймівв акфивадентности 

<Сэсі>- - 6 = 

Теорема 3.5*6« Зсякая накрывающая нумера¬ 
ция іфавильное системы является вполне наіфываюідвВ* 

Доказательство» Пусть і/^/ правилъ* 
вая система с вахрываюіввЯ нумерацией. Вадо доказать» что 
всякая заву мереванвая система » такая что и 

^ - потевц'ладьво вычі! единая вумрация» является вло¬ 

женной а • По определению существует такая система 
5^у; с вычислимой нумерацией» что вложена я ; 

соответствующую собственную функцию обозначим черее Ѳ. 

Так как система уЖ правильная» то сущеотвуег такая еа- 
нумерованная система с вычислимой нумерацией» что 

1 ) Мо В' ^ 

2) если пб и (^Сп) е то 









Цокахви* что ^ вдолюва в • ДоВствитодьво 

уИо 3 ^ Сі ; если П. есть вовор К в 

вувврадвв ^ щ 40 9(п) 0 с<гъ номер К в вуморацвх 
У в, в свду 2)« в вуііврацжх (/ « так что Ѳ есть 

собствѳывад ф^гвкдня внчислліюго вложения ^ в ^ 
так как • вычиединая» а ^ • накрывающая иумерадяя» 

40 вложена в • По транаитявностж вдожѳвня (лен¬ 

ка 3.1.2} ^ вложена в • 






І Гдавнма нѵііаршід» . 


Нунврвдшв, являющуюся одисвраііввяо вмчгсяиноі м 
ішкріівшоіцвЯГ"вааовви глвввоВ вуиврацявЯ первого рода« ву« 
вврацію, являющуюся одвовреііовво потѳнцвадьво вычислимой я 
вполвѳ накрывающей» вааовен главной вуые рацией второго ро¬ 
да. Зсе кдассичесхвѳ нумераців суть главные вуыерацвя 1-го 
я 2-го рода одновремевво. Звачевие главвыл вуыераіцяй во- 
кааызает теорема З.6.Х. 

Т е о р ѳ на 3.6.1 • Пусть У 

аавумероваввне систеиіі с главными мунерадиямя (одного я 
того же рода}» причем у су^ь Л)- сепарабель¬ 

ные системы. Тогда класс вычислимых опѳрецяй» отобракам- 
ЩНІ в у совяаяает на 

с классом вычислимых отобраяавжй >' « 

Докааатедьство вытекает иа теорем 
3.4.3» 3.4.4» 3.6.6. 

Встает вопрос о сущаствовавяя главных вумерацяй. 

Что касается гдавшіх цумерацяй второго рода» то поя- 
ныі ответ на этот вопрос дается следующей теореіюй. 

Т е о р ѳ ы а 3.6.2. Каждая система обладает гдев- 
вой нумерацией второго рола. 

Докааатедьство. Теорема 3.6.2 пред¬ 
ставляет собой перефревировку теореіш 3.4.2. 

Что же касается гдаввых вумерацяй первого рода» то 
сраау можно сказать» что не всякая система обладает та¬ 
кой вумерацией. Действительво» сястена не обладающая вы- 





ЧИСДИУОІ вунерацівй (сн* теорему 3.3*1) иѳ может обдедат» 
в главно& нумерациев первого рода. Оотается открмтмм воп¬ 
рос. всякая да свстена. обладающая вычислимой ыуіюрациѳй. 
обладает главной нумераціей первого рода; а этом ваправдѳ- 
вам удадось уставовитъ дашь оде дующие теоремы З.б.З а 3.6.4 
Теорема 3.6.3 Каждая правильвая система обдада 
ет главной вунерацаей первого рода. 

''окаватедьство. Пусть• правадьвад 
система. По теореме 3.4.1 система ^ обладает гдавш>Й 
вунерацаей первого рода Ур • По опредеденвп правиль¬ 
ной системы су^ствует такая вавуиерованиая система 
с вычислимой нумерацаей » что 


, то ^ 


Так как ^ - 
вдожева ■ 


1 ) л ^ 

2 ) осла ** 

Так кок ^ 5-уи , то > ому 1). 0^'М- • Тоороик 

будет доказава. асдж мы установвы. что ^ - накрываю¬ 

щая нумарация. Докажем, что ц/ - накрывающая. Пусть 
а ^ вычислимая вумѳрацад 
накрывающая нумерация в (7^-^ 
а сяяу 2) вдожева в •/ 

Теорема 3.6.4. Ісдѵ связная со - сепаребедь- 
вая система обладает вмчисдамой нумерацией, то она облада¬ 
ет д вычислимой ыуме[>аиией. не явдяюзівйся накрывающей (а 
тем самым ве являющейся главной). 

Докавательство. Пусть іуТі * связная 
V, би- сепарабельная система в ѵ .ее вбічислиная ну- 
мѳрацвл. В саду следстввл теорѳіш 3.5.4 достаточно пост- 



роатъ таку» вычиашііфо иуиврацпв уЗ , что имѳ* 

ѳтся вотрввяввънші 8П0ДВѲ рварошвішя ш>дсвствііа« Бл^ом 
строятъ теку» муворйцш. По тоороііо З.ЗІ1* оущіѳствуот 
коночвоо миохвство Г • Пустъ Р' состокт жв 
^ эдѳиѳитов. Зоввыоу дюбоо число р ^ ^ • Рвсоиот* 

рвв яодсаствіцг • состояіцу» ив всех прявадде- 

жащжх ж множеств^ содержащих по крейвеК мере р*-± вде* 
мент и подсистему ^ » состоищу* ве всех прввадде- 

жащжх жК множеств» содерхащвх не долее р элементов. 
Система вфіектхвво открнта в кУІС ж по теореме 

3.3.4 жподне веречисдима в уксі ; поэтому 
- пѳречжсдииое множество. Пустъ • фушщжя» оп» 

редеденвая на натуральном ряду в пбресчитнвамщая множе¬ 
ство • Система ^ * как ж всяхая^конеч- 

вая система» оддадает анчисдммов нумерациві; пустъ ^ -та¬ 
кая нумерация в 5^ * функція» опредедаввая ва ватурадъ- 

вом ряду ж пересчжтывавщая « Положим теперь 

Очевидно» естъ вмчисдимая иумѳрацня іЖ » причем 

К/ . Системы ж ^ вподве перечисдвмм 

в -Жр: действительно» ) состоит ва всех 

четных чисел» м м 

чэль, а состоит же всех нечетных чисел» так 

что я первчЕсдямм. Поэто¬ 
ву хеядая яа систем 0^^ является нетривиадъвой под¬ 
системой » вподве раарешимой в • 



ГЛАВА 17 

ПРЮсЗШП ТВОРІИ АЛГОРВТЗвВ К ВАТВ- 
МАТВЧВСВОг ЛОГШ 


(аоароон полвота двдуктвввш всчвоавввЯ) 






3 Главе 17 теорія адгорітіюв, в частвости те ее во- 
врош, соэторке иадошевы в Главах П в Ш, пркиеняютоя к иа- 
^чеввю дедуктивных гсчисдевді (си« Зведеняе, І 1» в.п.9 
в 12)« Освовнне реаухътаты Глаш 1У иахоаевы в в* 9 } 2 
Введеивя. 

3 І 1 формулируются некоторые одределенвя, касающие¬ 
ся дедуктиавых исчислевві (доподнител'(>во к овределевияы, 
враведеьнын в&.п.9и12$1 Зведевия). Вводятся вовятвя 
Оі - исчаслеыия, регудіфвого, вориаіпноро, раарешиыо- 
го, сулветвевво вѳрааревивого и оогласоваывого исчисдевиД* 
Устанавдиваѳтся связь некду этвив типами воч^слевав, а 
также их вааямоотвошевие с понятием полноты. 

В § 2 иаходятоя веобходлмые и достаточные условия 
вѳпоподвиіюств проиавольвых и - особо - реі 7 дярвых дедук- 
твавых исчисяевиВ в терейвах веотдедииости определѳввых 
множеств. 

3 і 3 в терминах эффективноЗ шотделимоств находятся 
необходимое и достаточвое условие а:|фективіюй непэполниію- 
ств регулярного исчислѳввя. Вводятся понятие слабой эффек¬ 
тивной непополнимости и находится необходимое и достаточ¬ 
ное условие слабой эффективной непополнимости» 

3 $ 4 реаультаты $ 3 применятся для подучевия дока- 
аатеяьства теоремы Гвдѳдя об эффективной непополнимости 
дедуктивных исчисланий, описывающих арифметику» 





І Освоввн» са о«с»мі ыяіягйшаи исчшошашй. 


Опрвдолѳвяо дедуктивного нсчіісдѳвія бьшо дано во Зве- 
денаи, і 2, п. 9. Прі аеучѳнвж дедуктивного нсчнсденая П 
нас не будут ввтересоаатъ нм систена егоексмон, ни систе¬ 
ма его правил вывода, а лишь ннохество ^ ваводв- 
1 ШИ в П формул. При этом важно быть уверенным, что 
всякое перечислимое множество формул может быть рассмотре¬ 
но как множество выводимых формул некоторого исчисления. 
Таі^м уміренность дает сладуючея теорема. 

Тзе о р е.м.а> 4.1.1. Для всякого перечислимого мно¬ 
жества формул Л суіцѳствует дедуктивное исчис¬ 

ление в уаком смысле * П , такое что - /^(ГІ) 
Докаантельство. Іоли й пусто, то 
П аадается пустым множеством аксиом я пустым ішожеот- 

вом правил вывода. Если ^ не пусто, то существует оп¬ 
ределенная на натуральном ряду функция (ГСп) перечиты¬ 
вающая }2 * Зададим исчлслѳняе П пустым множест¬ 

вом аксиом, а в качестве единственного правила швода аа- 


х/ г-1 

Дедуктивное исчисление I 1 


намывается дедуктивным 
исчислением в уаком смысле, если для каждого его пра- 
аіла вывода /7 , множество строчек 

для которых определена функция Гс раарѳшямо. 







/шдш втяслжиув фуыкдп» Г (-к- 0^ » опрвделэввув 

на всѳн ^ ^ авачавиа ыотороК овредвдлвФСВ па формула 


гда Я - чйсдо букв в 6 . 

В дальне Зшю ші бу дам рассиатрмвать нскдючлтедьво 
исчисдвнвд с отржцанлѳм (см. Вва^^шіа, і 2, п. 12}• Мы бу¬ 
дем счататъ фиксароаанынн иакото{міІ адфааат А эдамав- 
тарнмл знаков в рассматрааать исчисданвв в этом алфавита. 
Символом 7^ ва протяженяж всей главы, будем обоава- 
чатъ провэаодъвоа роарѳмиыоа мвожаство фс^муд, обладав- 
Щ39 там свойством, что если В ^ , то в 1В 

В таком случае мвояѳства (П) ■ (^) пере¬ 

числимы. Оародѳдѳввл вавротиворечивоств, неполноты и вепо- 
полвимостж исчиславвй в примевавии к V) были девы в 
и. 12 і 2. Ввадавил; там ше было а|ормудироваво опредѳла- 
ихе у СВ да вил. Слѳдул барскому [^19] , назовем дѳдуктвввоа 
р«зр.-»И« > ПР...НО». к . вс« г П) 

и (^'^) раврашвмые мвоваства и суаэствѳнво ма- 

разрѳшиішм, если П вѳпротяворечиво в не допускает иа- 
противорачивого разрешимого усилаввл. Очевидна сладушім 


тао;.'ама. 

Теорема 4.1.2. Іслв (П^ разрешимо, 

то исчиславие П раарешиію в примеиении к ^ 

Та Орема 4.1.3. Ісли П * полно и вепротв- 
ворѳчиво в примевавии к , то Г) разрешимо в при- 


мѳнавии к 




Доказательство. Хе равенств 
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(П) л <4^ (п)= д 

я Я« ТОРО, что ^ (п) и (л) Двр№ОЯ*І слв- 

дует, что овя раарешиш, 

Дедуктавяое исчдсаевяе П вааовш ясчяс» 

аавмен а арвмевевяя » , ее ля яа в ( п) 

вытекает 11 В^А^Сп) . Иааове» далее П 
лечи оде вяем я ариыанемвя к ^есля ово есть / 

0^- гсчислевяе в правевевая кХ^ ш шш 111В ^ (П) 

вытекает 1 в ^ Ду^ бп)> • Наковец, назовем ^ П - 
0^'всчаслешіеи в првыеневяж к , аса я ГІ есть 

Р^'исчислевяа в орвыавевяв к я яа ИВ ^^^(/^)выте» 

кает ІП) 

В далъвебшеіі множество будет у вас хотя в яро- 

яавольвіш, МО фяксяроваішын, поэтому для краткостя будем 
опускать слова *а прамевевая к У ) " 

• исч^іелевяя будем ыааывать также регуля{шшиі, 
а - йсчлслѳвяя • вормальвымя* Очевядво, всякое вор« 

мадьмае исчвсдевяе регулярво. 

Т е о р е м а 4.1.4. Зсякое полное непротяворечиіое 
исчнсдевяе вортлвво. 

Докааательство. ІЗсли ^ • выяодямая 
формула, то в евду веіфотяаоречяаостя '13 ко выводвма, 
я тогда в сяду солвотн 11В Шіводяма, Дшідогячво убежін 
даемся, что я обратно, ѳеля ~І1 В яыводяма, то В вн« 


ВОДМІА. 
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Формулу С ' вазовом /г • краевым оо« 

рвцаввов формуле Б ослв п • четво, вазовом С 
чотвоіфотвші отрицанием в ; ослв К • вѳчотво« вазо» 
вон С вочотвократвнн отрицавном 3 • Яодуктвваоо вс* 
чясловио вазовом согдасоваввші (в арнмовоняж к 'УР }, ос» 
ли 1 [ / 7 ) но сущвствуот варн формул, во кото- 

рмх одва лвляотсл вочотвоіфатвнм отрвцаввон другой, ОІо* 
видно, асякоо согдасованноо всчислѳнво в подавно новротн» 
ворачиво, 

Т о о р о м а 4,Х.5, Зоякоо вовротиворочивоо 
Р{.'исч/.славно согласоваво, 

Докаоатол%ство. Продподожим противвоо, 
Пуотъ 1-'^ в (П) Тогда, 


в сиду оарододонвя Р^» исчыславил в (П) 

1-7 

И подучаом, что исчлсловао // противоречиво, 

Т о о р о м а 4,1,6, Зодкоо носогласовавыоо исчнс* 
ловво вопоподвимо, 

Доказато лъство, Усі?довио несогдасовав» 
ыого ксчислоыяя также несогдасозаао, а полное нопротвво» 
ровжвоо исчисдевво вормадъно (теорема 4,1,4), ололоватодъ» 
во, явддется исчисловиѳм л потону согласоваво (то» 

Орема 4,1,5). 


Оковчвн этот параграф олвдующим важным для дад%воЯ» 
шого аамочавион. Отвесен к множеству вся» 

кую формулу 3 ^ 1 /) • которой но существует та» 

кой форинт С ^ ^~Б , Лгко видеть, 

что разрешимое множество. Очевидно, всякая фор» 

мула ^ ив ^ однозначііЮ представима в виде 2:^ 

УЬ ^Ау 
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гдв 13 ^ ^(Ю) 


• Теку» формулу г бу- 

• Совокуввосп» всех формул 


. Со*ок>ввос*» всвх «оріогл ѴѴй ^ где 
а /г фікогроваво» назовам Д «оі строкоі и обоава» 
чям (так что г )• Опродалашш 

ьопротмворочйвоств мокко дать таі^^ формуллрові^г: вв в 
каком столбца ает двух выводяных формул, расподожаввнх 
в двух сосадввх строках, іналогвчво формудхруатол опрада* 
дѳвва согласованноств: вв в каком столбца кат двух вмводв- 
выл формул* располоканша в строках с вомѳрамх раавоВ чет» 
воств. 




множеств 


і г. «ш 


■ иммодиииест*» жажмміши »ія«с«вии1. 


Опрвдвдошю йвотдадянов пере мвожевѵв было двво в 
п« 5 і 1 Зввдеввв* Есш паре Кг) ывотдвдвмв, то 

іш б^ідом говоржть также• что саш нвожества Кі в А'і 
веотдедиж* 3 вастоящод параграфо обааруквваатсд, что ва^ 
отдедяиоств овредодеввих ввожеств явдвотсж рвшашрш фак» 
торов вововодвжиоств доддгктввнмх хочясджві* 

орава 4 « 2 * 1 « Кож П е^вюствавао варав* 
ражвво то ово мпротаворечиво ж невоподнмво. 

Докааатадьство сжадуат яа теоравк 4* 1.3 

Т а о р а в а 4.2.2« Ходя Г7 вапротвворачвво ж 
(П) ■ ^ ^п) ваотдадавн* то П оуцаот- 

ванво вараврвшжво. 

Докааатадвство. Хош П есть ;ся» 
дѳвва П ш ввщютяаорочвво в раараавіі»« то вііОво* 

рвврвшш ж отделов» 

Т а О р а В а 4о2*3. (і.Н.Кодвогоров)» Хедж 
в <^у/) СП) ваотдадіт, то П ваооводияио. 

Докааатадъство. Хедж Г7 ав явжватов 
вавротяворачявіііі» то ово вѳ вожат обдадап» аавротвворачж<» 

ж/ 

Наооішяв» что в врадіщжв параграфа вы усдоввдяов овуо* 
жатв сдова *в вряіюваввя к **• 
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ши усидѳвиви* Есдя ж% П непротиворечиво, то оно яе- 
пополвимо в сиду теорем 4«2«1 я 4*2*2» 

Ддя регудярння исчисдевяй верен и теорѳны, обратвыѳ 

теорѳмаш 4«2»1 • 4*2.3* 

Теорема 4«2«4 (обратная к 4«2*3}« Коля реру- 
дярвое исчисление Г7 непополнимо, то (П) я 

веотделимн. 

Докаеатѳльство* Предположим противное» 
Вусіь (П) I (П) отдедимн множествами 

Еі ^ т Рассмотрим множества 

аостроин (ва освовавва (вораш 4.1«1} исчввлаваа П , 
отвеса к мвожеству 

а) всякое четнократное отряцанне всякой формулн В^Еі 

б) всякое вѳчетвократное отрицание всякой формулн 

в) всякую формулу с , для которой • 

Легко видеть, что /7' есть полное непротиворечивое уси* 
лѳние Г7 • 

Т е о р е м а 4*2«5« (Обратная к 4а2.2}» Если регу¬ 
лярное исчисление [7 существенно нѳраарѳшямо, то П 
непротиворечиво и ^ неотделимы. 

Докаеатѳльство^ вытекает ив теорем 4.2.1 

и 4.2.4. 

Т е о р е м а 4.2.6 (обратная к 4.2.1.) Если регу¬ 
лярное исчисление непротиворечиво и непоподнимо, то оно 
существенно нераврешимо. 

_ Док авательство вытекает иа теорем 
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ж 4«2»2* 

Как іш увуіпшш ш ковдв этого параграфа, таорамн 4.2.4 
ж 4.2.6 парастают быть ааршшж джж шарагудярвкж вочисяа* 
вжА. 


Таораші 4.2.1 я 4.2.6 яокадыжают» что ^сдояжя нѳіфо» 
тжворачявостж ж ваподнлноств являются в соаокувноста ва-» 
обходжішіш я достаточвкшя для сузрстваввоА наравраоямосп 
дѳдуктжвногѳ исчисдааяя. 'іто утвараданжѳ является усжлавж- 
ен равудъ та та, Тарского [19] • 

Наідаѵ нообходяноа я достаточное усдовяа вапополввмо- 
стя дромвводьвнх ясчиславяА. Отнасаіі к мионаству (п) 
всякую форвуду 15 ^ Х(У)) • некоторое чатнократвоа 

отряцаняе хотороі прянаддакяа (/і) • Анадогячно, 

к отнасаю всішую фориуду 6 

некоторое четнократиое отрицаяне, котороі праваддежяе 




Усдовяа согдесованвостя асчясданяя 


п 


аквя- 


вале^ятво тому, что ішокѳства (П) 


не вересекаются* 

Теорема 4*2.7. Наобходиіеш я достаточяшв ус* 
лояаам веооподняіюстя яочяслѳвяя П является веотдедя* 
мостъ нвомасті (Р') (^) 

Докааатедъстао. Достаточное тъ 
Предподоняіі вротвввое* Пустъ [7^ ^ полное непротяворачя* 
вое усяданяе П • Тогда в сяду таораіш 4.1.4 




У? 


Поэтому 


ді іп) ^ (П’) 




ю 
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V) 


(П)с 


В сяш^ твор«ш 4.1,3 (рОш У^(Р') раареишіш > 

ОТДбДЯВѴ СП). 

Н«обходк»оотѣ* Првдподохик протхваов» 
Пуетъ (П) * ( Гі) отдедлш ііноквстваш 

. Полошжіі Гй Г± 

Построка (яа освовавкв таорвіш 4*1«1) ксчисдояко , 
отвася к П 9 

а) всккоа чотвокротвоо отрицаяво всякой формула 

б) всякое яеэдтвократвое отряхошм всякой форцухаБ^^. 
Легко видеть» что П' есть подвое веоротивореяв* 

вое усддѳвле Г) 

Теореме 4«2»8« Іояя Ю таково» ч^Ж(У)) 
бесковечво» то существует ксчисіювке» яадяіаіався вепротя* 
воречмянм вепоподвимаа раврешинма « исчисдеввеа в 
приневевяв ж }/) 

Докеаетельотяо* Пусть Д • доауств* 
мое вваямво*одво8вачное отобршевяе ватуредьвого ряде 
и Щ) Я пусть Х(п) - е /г • Ресснотркя в натуродь* 
вон ряду Д/ два веотдедаішл перечд единых авокествв^в 
првдстевна яд» согдаово лемме 1*3«2» а виде проекций 
іідоскях ревреаяішх мвояеств ^ ^ » обдадшещвх уке- 

аавнымя в этой домне свойстяемв» Построим (ве освоваяяя те 
Орема 4.1.1) исчледеяяе П » отнеся к 

е) всякуа формулу \Л/^^ , где в &<і 

• где {■^^^) (г 

/пч ,-ЙСЧИСДвЯ] 

V) 0<ігг '''^1 

неіфотиворечявее разреаеаое вечиедение. Оно вео|р* 


б) всякуа формулу ]/\/^*‘*^ 

Очевидно» (п)- мч-і-^с^исленле П ость 


П0/1ИИМ0 

» маораадво і творгаі 

Заѵетін, что для исчисдовм П , построошого ■ 
теореме 4«2.8, ш ожѳстеа ^ ^/7) . 

б^^дучн раереакіашк, отдедііш; поэтому теореіт 4.2«4 пере¬ 
стает бмть вермоі, есдв слова "регулярвое всчвслевяе* ва- 
менять ма * * лсч>шлѳвіе”« ^Іалее» это ясчисаошіе» 

будучя раарвшшаш, не может бмть существен») неравреев- 
мым; поэтому теорема 4*г*6 перестает бмть верноі, если 
слова "рерулярмое всчлолеяяе" вамевять на * ясчвс- 

левве*« 
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"‘ІГГЧТ^ШТІД мк>«*с*» « айДжктіваоі ■»- 
поподшшость» мдуетиввых ис^исдая«Ж> 

Оарвдѳлшм эффФктііаво ввотдвдвноа вари бндо лево в 
п* 7 б 1 Вввлоііид* Есдв множвстаои ш обрвоувѵ 

эффовтівво мотдѳдлвув пар^, то будем говорвтъ таввв»что 
)С± я эффѳктявво веотдедиіш» Опредеденже аффек- 

тввво вѳпоподввіюго йсчисдевяя было даво в п. 12 б 1 Ввв» 
девав» 

Согдасво уточвенвм» прввдтоііу в п» 8 б 2 Вве девав» 
э4фвхтавная неотдедвмость и аффехтяввая ведоаодвипоста 
будут поввматься вамя в абсовютвом свысде» В том же вувк* 
те бііво аамечено» что еффехтвввая веотдеявмоота в в^фвх* 
твавая веооподввиость в абсолютном сиысве раввосвлавк 
э^фежтявяоВ веотдѳлвмоств в аффвхтввноб вевополн^^ііоотв 
отвосятелъво провавольноі глазное нумеращш 1*го рода* 
Позтоиу нм ва оротяжеввя этого ввраграфв будем считать 
фвхсяровавное некото^^ю главную вумерацвю 1-го рода свете 
/-// 4 ^ вселніб|да«ств пространства я рас 

снатрявотъ эффехтвввую неотделямоста в^^ффѳжтяввуо иепо- 
полнимость отаосвтедано этой вумерацвв • Говоря о номе- 



Суівоствовавие глава об вумерецвя 1-го рода для ов- 
стенм где (7і - орохаводаное прострев- 

ство конструктявянх объектов» вытекает с помощаю до¬ 
пустимых отображевай вя теорам» З.б.З* 












ре тосч> лшш 8 В 0 Г 0 юрочисдиного нножвства* расоодожввво* 
го » ^ » НН бу ДОН и мотъ в ввду вонор отвосвтедыю 

этоі (І^ксаро ванной вунарадвн* 

Ну СП ш /(2 эффожтввно на от ДОДД НН* Это вва* 

чит, что суорстдуот такад вычксдякад фувіщяд ♦к 

тана с#"-лз « ЧТО асді Пі ш суть во нора 

парачисддмнх ниожаста И:і ш І-іі » отдаддвнцх в * 

то 6 ^Ні • Покажем* что осдв в 

суть поднвожестна * то баа огравичавид обощоств нож* 

во считать* что ^ ' Даі^твитадьво расснотрвм 

нвожѳства Нх в І-І^ ^СіГа^У)) • Легко аоотромть вычис- 
динуа оварацнв* параводдвум в ^ • 

возтоцу в свду таорамн 3«4«3 существует такая внчясдвная 
функцяя ^ , что асдв есть вонар /7р , то У(^^і) 

есть вон^ С]Га ^У)) Золожям 
Т огда асдв Пх * во вара в /Ѵ^ , то 

Ѵі іп^.пг) ^ отсвда 

У±і.уіл>пі)е * Ѵ4 /г*; 6 

В дадьйвйнон нн сраау/^Ыт*ать, что ѵСУ^ХуУ-і)6 1/)^ 

Т а о р а в а 4*3.1. Іслв Д^СП) в (П) 
вфіактявво ваотдадямн* то Гі аффективно неповодвяно* 
Докаватадьст во* Іожьо построить внчво* 
дднуш опарацпв Ѵ' • которая каждое нн окает во Р 
параводвт в иножаотао - /а • состоящее ив всад 
таких сдов 6 » "дя кэторнх 7 3 ^ Р , д частности* 

дяя дмбого исчисдавяя /7^ «На 
ьонарах парочисдяюіх ннокаств оиарацвя \/ ввдуцхруат 
в сяду таоршш 3.^.3 фувкивв * так что асдв *воиар 
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- аоіиф ^ 

^ /5ѵ 9 б Г?) »ФФ®к»«»«> моздвлииіі. Пуол 

V — такая внчисдііітя ф$иіщшш тяші ^ •'**® 

аса я ш Уіі суть нои^а аножаста Ні ш » ©»• 

дадяжущх (П) ■ ^^(П) , *в 

■ ^ 7 ^) т С/ Полокаи 5 <^=^3;) 

Іода П ' есть вааротяаорваявоа усядеаяа /7 , то ^ ^/т^) 

* Л СП) ■ '^П) ^ 

Поатоау* осла П - иоивр ^ С/7'). « 5<^'^С - «- 

“•Р ■^ѵ) О"'9 м 4врчгмі “Р*“**” 

■» Д^С^') {//)^СП% т.а* вараарѳшяма а П ^ • 

Т а о р а а а 4*3.2 (обратная к 4.3.1}. 5сая рагу* 
аярвоа Исаи сдавав П эффактввао шйоопомвгшо^ то ^)^СП) 
я СП) . эффактаано ваэтдадаіш* 

Докааатааьстао. Шр-^р я к В ваг. 
Дустъ Рі. в ароизводьіша юіожастяа. роовододаашіа 
ш Уд • Построаіі жаояаство отвѳсл« маму 

а) всяіша наватвократвоа отрицаажа всякой формуан 

ве П^УѴ^У 

б) всяхув формулу с * которой 1С^ 

а) всякое ватвокротвоа отрмцавво всякой фѳрідлв 

ве\\ П 

йвожастао І< ость фувкдая 09 Р± ш ё Шошшо воет» 
ровть двумастнум вмчисдину» оварацам^нараводяму» Рі 
ш К «На помарал оарачисляинл иножвота ооарацая ви- 
дударуат согласно таораім 3.4.3 вмаисдивуа ф|гакцв» 'с . 
Пустъ ^ • вмвисішмая фушкцжя. относящая каждой формула 

ѴѴ^ формулу^ \А^ * Вустъ ^ • такая вьгаислвмая 

фувхцвя тива • что вела А - номер С.пУ » 






гдв П ивдротвюречаво* >с^лвшів , то формул 
нораврозшт в Г7 • Подоыш 

Второй ваг* Пуст% Рі ш Рі • аяршчиодшш 
мыалстаа» отдалявоща ^ ^ (п) ■ СП) . Покажом* что 

асл ■ Пі суть ноиара Рі * /^ # то 

Гіі) 6 Рі ^Рк ^ 

Еостровн аа осволвжи таорош 4*І*1 асчисдало П » подо* 

ла 


І2^іП') = ^СРь Я) 

Варю вдлть» что П • ліфотяворачвдоо вормадьвоо уов» 
дашо П • Тогда асдв ж суть иомора Я. * /і • 

то ТСі^'і,Пі) есть ноіюр (ПО * 

6 (П') іУ^>^(П') 

Пусть формул равна • Ва вормадьво* 

сті мталат, что рав \М^ лравравжііа ш * 

то ж \Д/^ ^ нараарамл ж П* 

ё^^ (пО іу (РО ^ 

Прж этом Ый, У»^) ^ . Там лв, по построааш ГІ * 


т.о 


Д^Сп']п<ѵ/1^Р,П'С^'У 

„ (г?') /тСі4/"^= р, л-Сіи/"]/ 

что а трзболдось долвать# 
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Лфдуктгввоф ясчлсл^ше шжво было бм ваавать ваао- 
водва МКВ* всдв ово не дов^скват оодвого согдасоваввого 
^свдаввд* Иа таорам 4.1.4 в 4.1.5 вытекает, что такое од¬ 
ра дадавва вааоподвимоств экалвадантво аравятон^ ваыв ра- 
ива. Нааовам ясчлсдавва /7 сшбо аффахтввве вавоводвв- 
іііш (отвоотадъво даввов вумарацвв свстамн т'-ш ). 
кодъ оаеоро существ^гот такав аычдодииая фушщвв б'с ' 
типа Г'^^Га'] » вед* ^ 

рда /7* - согдасоваввоа усидавва /7 , те асѵъ 

нараарадвішд а фи^мш чь У) щ 

Теорема 4.3.3* Наобдодіішш в достаточнші ус- 
довгои слабое аффактвввой вавоводвямоств всчясдаввд П 
двдватсд афіактвввад авотдадиноотъ мвохаств ^ 

Докааатадъство, Достаточво стъ 
Пустъ ГТ • согдасоваввоа усидавва I ^ • Тогда мноваотф 

Ні=/^ СП') 1/С 

отдаляет мвожаотаа С^) • Поэтоцу, ас- 

дд номера Мі в 1^1 суть в , то мокво эффах- 

твано (с воіюаіъв вычгсданоі ({увкцвв} найтв таку» фордуДу 

.«о Сё 

Прв этом с ЬѴ^]і • Так как 

(п')^ /ѵ) 
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то 


^^Сп')\у^у)[пО . 


Оста«тоя ааматить. 


что воімра П-х ■ ввI)вчисді!ѵ^а« мношвсті ■ Ні 

оффоктавво находятся по вонар 7 _ у множества ^ со -'); 
доістватаячво, н^ожно востроята вычіісдиіша опаращш^ пара* 
■одящва Д(і1*) • /^1 ^ поэтову достаточно ирі- 

швятч тѳорвау 3«4«3* Окончательно шяучаОм» что нероара* 
П ^ (Ѣоркулв (1 


шгиая в 


эффактявво находится по нона* 


ѣ* Пуста СП) ^ 

Ні • Наш 


РУ іп'). 

Ваобходяност 
отдаляется аорачислннквв мвокаотваня Ні ■ 
вужво по номѳраш в ньожаств /Ѵ^в Иг аФФак- 
тввво ваДтв фО|жуху Их ^/4 • Построиш П , отнеся 
к ПуО О''') : 

а) всякое чатвократвоа отрвданяа всякое форнудн 

НіП< 

6} всякое нечатвокретвоа отрвцавва всякой форнуян 

В ^ Иі п < 


Легко видать, что П' - согласованвоа норналЧаоа усяяа* 
вне Т7' « По нона ран я вффахтнвво, в сяду тао* 

ранн 3.4«3, находин номер (И) іюжао востро- 

ять двухнастду» внчислямую операцвш» дереводяду» Их^ И^ в 
І2 С о') ) • /Мао до номеруй аффективно находвж фор- 

мулу \/Ѵ^ • ивраарашину» в П т Тогда СёИ.иЦі 

Т а О р а на 4,3,4* Пусть рагуля|яіоа аоч:хдавва 
Г7 аффтгввво недододнвмо. Тогда оущаствуат такая вн- 
чисдиная функція ^ тива ^ 

есть комар оарачвсяиного множества ^ ^ (п'У * ГД а 

- аавротиворечивоа усиданаа П , то у всл фор- 
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нуш аа , вераареаиішя в /7 ^ . 

Докееотев%вѵво* По «еорешо 4«3*3. 

С нвотдвяяма, Дуст% ѵ('^^^^)- 

такоя вичисяиаая ^уикдвя, что ѳсдв УІ 2 в /і^ суть яоію- 
ра ішожаств Р± ш ^ отдаляюіцвх С П) ■ 

, то ^ и Рі^ л^Сн^.Пі^е)/) 

Пуств П иопротгаорвчввоо услдѳшів Г7. Подояхіі 

(іГ)п<ѵУ^У 

/Л'-А 

3 силу непротааорочявоств і~/^ амэеи 
Дояѳо 

(^) (^ѵ) 0^)-/V 

(асяв бн РіП^^(П)^Е » ѵі 
а сиву рогудярноств П баво бн 1)Зе^^ С/7) 

а П' быао бн аротваорвчваші). Наконец, 

(ведя бк ^ І.П) ^ в ,тов сиду регуддр* 

ноет* П было ба “17/^6 (П) ; так как 

7 8^(ЙбП')р то бадо ба протяторочивык)* Йа (1}»(2} 

(3} аакдвчаоа, что аиожаетш 


р,--{п] 

а ^ Нг (р) ^ (ѵ)^{ѵ^'}і] 
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отделят 






ГЬ^ 


• Поскоям^Г можао 

достроить шчисяиіше одороцвж, д^оводяаріо 
ш Рй. ш Рі • то (тоороіш 3.4.3) ях вомро в 
э<^фвктввво находятся по во веру ^множества СП^) 

^ — вычлсяимяа 

фувкади. «ушщЕд »<»- 

пой. 




І 4 . Дрицдмшіе имдндуашх мвумтатоі к 
тдоовма Гвюжя. 

Рѳауд^татн оредкдувцго параграфо поаводяют васыш 
просто докааать тоораму Гідадя об эффахтаввой веаоподвм* 
іюсті дадуктиввых исчасдавжі, оовснвающвх ариі^тик^. 

П|ст% сущ$стйу0ѵ вивмсдгішд фувхджд Г і«ііа ГЛ^->^] 
отвосяцА* важдоа} чясд;^ ФоР“У*У ^ ^ , 

орячан 

1 ) ішожвстао ^ г-^ раараашію 

2 } НВ для кахкх С^^^ М • таках что Сі)/ у ва 

выпошявтоя 

РО) = 1^ ГС/; 

Д А>лз 

Маокостао всех форцул вида "7 • - Т Р(^^)ойовы0чшт У?г> 

Пусть ш • вролаволыша перачдсхимна мно* 

хаства ватурадьвкх чисад. Ва освоаавва таораш 4 . 1 .І мох» 
во построать тавоа асчасдавва По 9 ЧТО 
стоит яа асах чатаоіфвтных отрицаввй ЕСууО орк 
в всах вачатвократвих отрицанві при УѴ)€:В^ « 

Очааидво* По вотъ вориадбвоа исчясдавва в примваввв 
к . Кслі Е-і и Е$ на пѳрасакаютоЯ; то По ва- 

аротиворачаво в пр^ваваявв к У?о 

Т а о р а в а 4 . 4 . 1 . ^олв Е^, * ^2 аффактввао 
ваотделиіш, то сущаствуат такая вычлсдимая функция Т • 
что асдв /г • воамр СПО » ^Д® П - вопротвво- 
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рачат ^^оидоіша д в вримвношів к , во форі^* 

ха нврвврвшмша в /7^ 

Докаавтвдвовво. Первыя ваг^До- 
какеы. что По ефізоктжвво вепополвиыо а пргиввенжя к 
Лдя докааатедт^ства в слму теореш 4»3«1 достаточво оОва» 
ружжть эффехтввіфв веотделгыоств ■ 

* Пусть ЭТ 1 шюждствв отделяются перечхс- 
даішіія мвоиѳотваіш Ні ш /7^. « Подохвж 

~ /7( /О ^( 0 )^ 

&І=Р'ЧН';) о---1л) 

Тогда (т^ ^ (гі будут отделять Е • По вх 
вомврам еффактивііо находятся число Пп • ве прввадяежа* 
щее Еі ; тогда р С^) • Посеодь- 

ху (г 1 в строятся во Иі ш Ні о поыощь* вычис- 
ДИН08 оверецвх* то во теороые 3.4.3 вомѳра а 
эффехтявно находятся по во верам Н^ ш Н 2 • Поэтому • 
в ховечыоіі счете» Р (уу^) ваходитоя эффективво по воме- 
раш я Ні- 

ЗтороЯ саг* 3 схяу теоремы 4*3*4 существуо 
ет фувхцвя ^ » даюідая по номеру Уі миохэства 

• вепротяворечявоо усидевяе По^ ^ 
формулу ЕС*^) » вераарешииу» я /7' * Будем веребярать 
все часяв р ' 0^ 1, ■ пока ве подучим у(.). 

Ошісавамй процесс дает алгоритм вычисления 
Лохааатедьстяо теореші 4*4*1 оховчево* 

Эозьнем теперь в качестве ая^еівата Д - алфавит 
яогико-рряфметических формуя по Я*Д*%виііу [9] » а в хв« 
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чества ^ • оошок^ппооть асах постоянвнх» кхв аашш/тііх 

догвко-орві^атхчасіш фориух. Нкашіо такаа {ормуш ивтар- 
пратхруатса как содарааталашіа арафмтачаскиа высжааым» 


Пуста ш ^ 2 ^ • Д*в наоарасакаюцихся оарачисхх- 
мах мвохастаа, абрааувдкх эффактквво ваотдадямув дару 
(такяа суіцаствувт по дампа 1.7.5}* Овх партитыааатод яа- 
которммд првмитввно ракурса вашіи функцаянв а ^ /ІЗІ 
Возъмак ороиаводъноа всчасдавда Пі , достаточво садъ- 
ноа ддд того, чтобн Ѳі. х Ѳі быдв нунарвчаскх прад- 
ставами [іЗ] а этом асчасданяв (в качаства мокво 

взятъ гсчасдакм главы ХУ квигя Кдхвх [13^ )• Пустъ Ѳ{ 
вуиарвчаска продета в дяатся формудоД С^)^) • Нам 

вакно, что прк (-%1 

влачат Ь— 

влачат Пі) 


Подокім 

(содврмтадыіо р(-'^) хвтв]Яфвтіруатоя как ^таарждавва 
)• 

Зозъиам ароиаводъвоа мсч<&сданяа , являюіцзася 

усилавдам П± ш такое, что 


а) асдв Еі ^ 

б) осла Уу>еЕ^ , 


то 

то 


вывод иАіл б 


іА*1 Р 


рп 


(8 качества 



опятъ*таші мокш> ваять всчиславха Где» 


ш 17 кнігн Кявня С ^37 )• Всякое такое нсчисдоияе /7^ 

яадяется усалвнаем исчисдовия По » обраеуеиого с по* 
ію!дъв Еі , оогдасао коаструхцях, описанвов в на¬ 

чале параграфа* Поэтому для всякого всчисленжя , 
являвщагося усилением ясчислешія Пі (и тем более По ) 
но теореме 4.4.1 эффвктввно находятся та^е чвсдэ уу^ , 
что формула Р(у^) вераарѳшима ш 

Нам остается ааметвтъ* что в качестве мокет 
бвіть ваято любое на обычннх (*гіделевок 2 х* по термвноло- 
гви и* 12 $ 1 Введения) дедуктивных исчясденвв» описыва¬ 
ющих арифшітвку» 


ж/ 

* Отметим, что еслв Г(*^) нераарешима, то ~] 
ястивва, во ве выводима (либо еслв истинна, 

то ВТО оаначает, что , а тогда (своЗствол)) 

формула РСуу^') выводима^ 
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